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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Настоящая книга представляет собой очередной (но 
ни в какой мере не зависящий от предыдущих) том из 
ряда сборников задач, выросших из деятельности 
школьного математического кружка при Московском го- 
сударственном университете и из (первоначально тесно 
связанных со школьным кружком при МГУ) математиче- 
ских олимпиад московских школьников. Такое проис- 
хождение книги отражено уже в списке ее авторов, пер- 
вый И старший из которых в возрасте 23 лет погиб в 
партизанском отряде более чем 30 лет тому назад. С име- 
нем студента Додика Шклярского связаны многие тради- 
ции той работы с интересующимися математикой школь- 
никами, которую и по сей день ведут студенты механико- 
математического факультета МГУ; в частности, от 
него идет упор в этой работе на решение задач повы- 
шенной трудности 1 ). Поэтому мы сочли уместным и в 
этой книге, как и в некоторых ей предшествующих, по- 
ставить на первое место в списке авторов имя человека, 
который не мог, конечно, принимать реального участия 
в работе по ее составлению, но который оказал значи- 
тельное влияние на составителей. Однако наряду с тра- 
дициями, идущими еще от довоенных времен, в книге 
отражаются и некоторые более свежие влияния — и о них 
хочется сказать здесь несколько более подробно. 

Эту книгу можно рассматривать как завершающий 
этап работы по переработке вышедшего более 20 лет 
тому назад сборника задач по элементарной геомет- 
рии 2 ); при этом в процессе подготовки нового варианта 

') Истории кружка при МГУ посвящена статья в сборнике [11) 
(см. список литературы на стр. 356 — 366), где рассказано о той роли, 
которую сыграл здесь Давид Оскарович Шклярский (19 18—1942) . 

2 ) Имеется в виду книга: Д. О. Шклярский, Н. Н. Чен- 
цов, И. М. Я г л о м. Избранные задачи и теоремы элементарной 
математики, ч. 2, геометрия (планиметрия), М., Гостехиздат, 1952. 
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названной книги она настолько разрослась, что ее ока- 
залось уместным выпустить в свет в виде трех отдель- 
ных томов (двумя остальными являются книги [4] и 
[13]). При этом авторам пришлось учитывать то, что за 
истекшие 20 лет сама, элементарная геометрия корен- 
ным образом изменила свое лицо; это повлекло за собой 
необходимость изменения и характера посвященного 
ей задачника. В самом деле, если еще сравнительно 
недавно основное содержание элементарной геомет- 
рии составляли задачи на доказательство и на построе- 
ние^ связанные со свойствами треугольников, окружно- 
стей и фигур, получаемых комбинированием многоуголь- 
ников и окружностей (именно такие задачи, к слову 
сказать, составляли большинство в указанном в послед- 
ней сноске сборнике), то сегодня это направление вызы- 
вает сравнительно малый интерес. Последнее частично 
объясняется тем, что «традиционная элементарная гео- 
метрия» была в значительной степени порождена теми 
разделами математики, расцвет которых относился к XIX, 
но отнюдь не к XX веку (и которые сами уже в значи- 
тельной степени утратили свой былой блеск в глазах уче- 
ных и любителей математики) — синтетической геомет- 
рией') и проективной геометрией 2 ). Однако «природа 
не терпит пустоты» — и место «классической» элементар- 
ной геометрии на наших глазах начинают занимать не- 
которые новые направления, связанные с актуальной се- 
годня проблематикой 3 ). 

Говоря о тех сдвигах в общенаучных интересах, ко- 
торые вызвали определенное «смещение акцентов» в ма- 
тематике, задевшее и элементарную геометрию, надо в 
первую очередь сказать об одном специфическом типе 
задач, которые в настоящее время привлекают большое 
внимание математиков и «потребителей» математики. Мы 
имеем в виду так называемые «задачи на оптимизацию», 
ставящие своей целью нахождение «оптимального» (са- 
мого лучшего) или по крайней мере «достаточно хоро- 

') Так называется то направление геометрии, которое игнори- • 
рует идущие от Р. Декарта «аналитические» методы, основанные 
на методе координат и по существу сводящие геометрию к алгебре 

') См., например, гл. 14 книги Г. С. М. К о кете р [8]. 
м Р - М ' Я г л о м, Элементарная геометрия прежде и те- 
перь, М., «Знание», 1972. (Заметим, что сопоставление настоящей 
книги с названным в подстрочном примечании 2 ) на предыдущей 
странице задачником может служить выразительной иллюстрацией 
ряда сформулированных в этой брошюре положений.) 
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шего» режима работы отдельного механизма или боль- 
шой системы (механической, биологической, экономиче- 
ской или какой-либо еще). Характерный для нашего 
времени интерес к задачам такого рода вызвал к жизни 
целый ряд новых направлений математики — своего рода 
новых «математических наук», развивающихся с большой 
интенсивностью. Этот поворот к новой тематике отразился 
и на геометрии, определив, в частности, подъем внимания 
к одной возникшей еще в XIX веке ветви математики, — 
к так называемой дискретной геометрии (о ней см., на- 
пример, [24] и [25]), неожиданным образом «попавшей в 
струю» современных исканий. 

Основные задачи дискретной геометрии касаются 
«плотнейших укладок» равных фигур и «редчайших по- 
крытий» равными фигурами — здесь требуется распо- 
ложить, скажем, в некоторой ограниченной области Ф 
плоскости или пространства наибольшее возможное чис- 
ло непересекающихся «копий» заданной фигуры Р или 
покрыть Ф наименьшим числом равных Р фигурѣ). Та- 
кая постановка задач идет от теории чисел — и первые 
серьезные результаты в области дискретной геометрии 
получили создатели геометрических методов теории 
чисел: немецкий математик Г. Минковский, русские 
Г. Ф. Вороной, А. Н. Коркин, Е. И. Золотарев, норве- 
жец А. Туэ. Впоследствии, однако, этим направлением 
заинтересовались и геометры. Особенно возросло внима- 
ние к дискретной геометрии, когда выяснилось, что мно- 
гие ее результаты приложимы в некоторых из связанных 
с «оптимизационными задачами» новых направлениях 
математики (например, в имеющей большое прикладное 
значение «теории кодирования», изучающей оптимальные 
режимы работы тех или иных линий связи). 

Другое направление геометрических исследований, 
родственное дискретной геометрии и первоначально на- 
ходившееся в тесной связи с последней, представляет 
собой так называемая комбинаторная геометрия. Под 
этим названием понимают раздел геометрии, в котором 
рассматриваются задачи о нахождении в том или ином 


') Наибольшую роль в дискретной геометрии играют задачи 
о «плотнейшей укладке» фигур на всей (бесконечной!) плоскости 
или во всем пространстве и о «редчайшем покрытии» всей пло- 
скости или всего пространства; однако в такой постановке эти 
задачи дальше, чем сформулированные нами, от (в первую очередь 
интересующей нас здесь!) проблематики комбинаторной геометрии. 
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отношении «оптимальных» конфигураций, образованных 
конечным числом точек или геометрических фи- 
гур. При этом типичные для комбинаторной геометрии 
задачи связаны с оценкой тех или иных целых чи- 
сел — обычно числа точек или фигур, которые могут 
входить в удовлетворяющую условиям задачи конфигу- 
рацию. Именно таким характером рассматриваемых 
здесь задач и объясняется прилагательное «комбина- 
торная» — ведь комбинаторикой называется раздел ал- 
гебры, в котором подсчитывается число тех или иных 
комбинаций конечного числа элементов, удовлетво- 
ряющих заданным в формулировке задачи условиям. 

Задачи комбинаторной геометрии отличаются очень 
большим разнообразием; при этом формулировки их, 
как правило, опираются лишь на самые простыв гео- 
метрические понятия и факты и доступны любому 
школьнику. Решения же задач комбинаторной геомет- 
рии зачастую оказываются весьма сложными; целый 
ряд основных для этого раздела задач не решен и по 
сей день. Однако эта тематика подсказывает и ряд за- 
дач, которые можно предложить начинающему матема- 
тику, например интересующемуся математикой школь- 
нику старших классов, — именно такие задачи и со- 
ставляют основное содержание настоящего сборника. 

Рукопись книги была прочитана Н. Б. Васильевым 
и Л. И. Головиной, замечания которых позволили 
внести в текст целый ряд усовершенствований. Очень 
полезно было обсуждение отдельных задач с молодыми 
математиками, из числа которых особо хочется отметить 
Ф. Л. Варпаховского, Г. А. Гальперина, В. Л. Гутеимахера, 
А. М. Леонтовича и И. И. Яглома. Б. Грюнбаум (Сиэттль, 
США) и Г. А. Тоноян (Ереван) обратили мое внимание 
на не замеченную мною ранее литературу, имеющую от- 
ношение к теме книги; первый из них поделился также 

I своими соображениями, касающимися одной из приве- 
денных в книге задач. На разных стадцях подготовки 
книги к печати мне оказывали содействие многие мои 
друзья; здесь в первую очередь хотелось бы назвать 
Л. И. Головину, без помощи которой эта книга, вероятно, 
никогда не увидела бы света. Мне приятно выразить 
здесь искреннюю признательность всем, кто так или иначе 
принял участие в создании этой книги. 

//, М. Яглом 
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УКАЗАНИЯ К ПОЛЬЗОВАНИЮ КНИГОЙ 


Настоящая книга представляет собой сборник задач, 
услбвия которых сопровождаются довольно подробными 
комментариями. Эти комментарии содержат определе- 
ния некоторых незнакомых широкому читателю поня- 
тий, связанных с рассматриваемыми задачами; ино- 
гда — краткую историю вопроса и указание на возмож- 
ные «продолжения» тематики задач и на связанные с 
ней нерешенные вопросы; зачастую — ссылки на допол- 
нительную, иногда довольно специальную литературу. 
Книга может быть использована в работе школьного 
или студенческого кружка (или просеминара) и для са- 
мообразования. При использовании книги в работе 
кружка естественным является рассказ руководителя об 
общей тематике задач и, возможно, разбор решений не- 
которых наиболее характерных или наиболее трудных 
задач; однако желательно, чтобы большую часть задач 
участники кружка решили сами. Руководителю следует 
особо обратить внимание учащихся на (указанные в 
тексте книги или найденные самостоятельно) нерешен- 
ные пока задачи, ибо с тематикой книги связано много 
доступных для начинающих проблем, которые могут по- 
служить трамплином для последующей исследователь- 
ской работы. Порядок разбора на кружке полученных его 
участниками результатов может быть, например, близок 
к описанному на стр. 21 — 22 книги Д. Пойа «Математи- 
ческое открытие» (М., «Наука», 1970). 

Для того чтобы облегчить руководителю мотивиро- 
ванный выбор тематики кружка, скажем несколько под- 
робнее о содержании настоящей книги. Собранные в ней 
задачи разбиты на шесть отдельных циклов, причем де- 
ление это в значительной степени условно — так, на- 
пример, ясно, что задачи 82, 83 цикла 5 и некоторые сле- 
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дующие за ними свободно могли бы быть отнесены к 
циклу 1, а задачи 61 — 63, 64 6) и некоторые другие из 
цикла 4 — к циклу 3. Эта условность членения материала 
книги между отдельными циклами задач частично заде- 
вает даже книги [4] и [13], предшествующие настоящей, 
в которых также затронуты некоторые темы, которые 
были бы вполне уместны и в настоящей книге, — 
обстоятельство, о котором стоит, быть может, предупре- 
дить преподавателя, собирающегося использовать эту 
книгу в работе математического кружка. Непосред- 
ственно комбинаторной геометрии (о ней говорится в 
Предисловии к книге) посвящены лишь два последних 
цикла задач, на которые хочется особо обратить внима- 
ние читателей. Однако и многие другие задачи — в пер- 
вую очередь это относится, пожалуй, к циклам 2 и 3 — 
также навеяны комбинаторной геометрией. 

Несколько иной характер имеют циклы 1 и 4 — они 
порождены тем разделом геометрии, из которого выде- 
лилась комбинаторная геометрия, а именно теорией вы- 
пуклых фигур (см. определения на стр. 55—56). В геомет- 
рии созданная в XIX веке теория выпуклых фигур 
занимает сегодня очень большое место. Связано это с 
тем, что общее понятие «геометрической фигуры» как 
произвольного множества точек плоскости или простран- 
ства является на самом деле настолько сложным, что 
его и к геометрии-то относить рискованно; сегодня это 
понятие скорее считают относящимся к топологии ') 
или к математическому анализу (к теории множеств) . 
Никакие геометрические подходы к понимаемой таким 
образом «теории фигур» просто невозможны, — и для того 
чтобы очертить круг «доступных геометрии» объектов, 
приходится накладывать на рассматриваемые «фигуры» 
те или иные дополнительные ограничения, самым про- 
стым и естественным из которых является требование 
выпуклости. В настоящее время теория выпуклых фи- 
гур выросла в большую, активно развивающуюся науку 
со своими методами и свойственной только ей темати- 
кой 2 ); значение этой теории сильно возросло и в силу 


) Так называется выделившаяся в XX веке из геометрии 
наука, характеризующаяся органическим слиянием методов и точек 
зрения, идущих от геометрии, алгебры и математического анализа. 

) По этому поводу см., например, [27] — [30] или книгу: 
Л. А. Лю стер ни к, Выпуклые фигуры и многогранники, М., Гос- 
техиздат, 1956. 
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того, что на ее методах в значительной степени основаны 
дискретная геометрия и комбинаторная геометрия (см. 
Предисловие). Отражением возросшего значения теории 
выпуклых фигур является то, что в большинстве стран 
мира понятие выпуклой фигуры входит сегодня в школь- 
ный курс математики '). 

Самыми простыми (плоскими) выпуклыми фигура- 
ми являются выпуклые многоугольники; при 
этом очень важной является возможность заменить про- 
извольную плоскую выпуклую фигуру Р « сколь угодно 
близким к ней » выпуклым многоугольником М , напри- 
мер, вписанным в Р. На обсуждение смысла взятого в 
кавычки выражения в известной мере нацелен цикл за- 
дач 1, в котором, впрочем, это обсуждение не доводится 
до конца; строго доказывается и подробно обсуждается 
сформулированное утверждение, скажем, в книге [30] 
или в статье [28]. Выделенное курсивом свойство вы- 
пуклых многоугольников позволяет считать их, в каком- 
то смысле, «самыми главными» (плоскими) выпуклыми 
фигурами — очень многие свойства выпуклых много- 
угольников удается затем автоматически перенести на 
все выпуклые фигуры, основываясь на этой возмож- 
ности «приблизить» каждую выпуклую фигуру выпук- 
лыми многоугольниками. Это обстоятельство делает со- 
блазнительной попытку изложения некоторой части 
общей теории выпуклых фигур на (доступном и привыч- 
ном школьникам!) уровне выпуклых многоугольников. 
Настоящий сборник задач ни в какой мере не претен- 
дует, конечно, на решение столь общей методической за- 
дачи; однако нам хочется порекомендовать читателям 
продумать вопрос о возможности переноса тех или иных 
результатов собранных в цикле 4 задач на (произволь- 
ные!) плоские выпуклые фигуры. 

Звездочками в настоящей книге отмечены те задачи, 
которые нам кажутся более трудными, а двумя звездоч- 
ками — самые трудные задачи. Все содержание книги 
разбито на три части. Первую из них составляют условия 
задач. Предполагается, что читатель начнет с попытки 
самостоятельного -решения задачи. Если это ему не 
удастся, то он может заглянуть в конец книги, где собра- 


*) См., например, А. Н. Колмогоров, А. Ф. Семенович, 
Ф. Ф. Нагибин, Р. С. Черкасов, Геометрия, 6 кл., М., «Про- 
свещение», 1972, п. 39 § 1 гл. II; Э. Моиз, Ф. Даунс, Геометрия, 
М., «Просвещение», 1972, § 4 гл. 3. 
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ны ответы или указания к решению, с тем, чтобы далее 
продолжать думать над решением задачи. Вторую часть 
книги составляют решения задач ; их следует читать лишь 
после того, как задачу удалось решить самому (ибо 
сравнение найденного решения с приведенными в книге 
может оказаться поучительным) или если задача очень 
уж долго не поддается решению. Впрочем, в случае за- 
дач, номера которых помечены звездочкой, или — тем бо- 
лее! — двумя звездочками, этот порядок работы может 
быть и изменен: здесь не зазорно начать попытку реше- 
ния задачи сразу с ознакомления с приведенным в конце 
книги «указанием», или даже просто ознакомиться с при- 
веденным во второй части книги «решением»,- рассматри- 
вая соответствующий текст как включенную в настоящий 
задачник «теорию». 

К книге приложен довольно обстоятельный список 
литературы (не претендующий, впрочем, на полноту и 
не исчерпывающий все использованные составителем 
источники), настолько подробный, что его объем надо, 
видимо, специально аргументировать. Первая часть 
списка адресована читателю, заинтересовавшемуся не 
какой-либо конкретной задачей из числа собранных в 
настоящем сборнике, а всем тем направлением, кото- 
рое этот сборник представляет. В этой части библиогра- 
фии перечислен ряд книг и статей (в подавляющем 
большинстве своем вполне доступных начинающему 
математику), уделяющих много места тематике, близ- 
кой к той, которой посвящена настоящая книга. Для 
удобства читателей эта часть списка литературы имеет 
дополнительную рубрикацию и названные в ней книги и 
статьи иногда сопровождаются краткими аннотациями, 
характеризующими их содержание. Однако основную 
часть списка литературы составляет его вторая часть, 
содержащая перечень работ, непосредственно связан- 
ных с собранными здесь задачами; эти работы разбиты 
на шесть групп, отвечающих шести циклам задач. 
Второй раздел библиографического списка обращен 
в первую очередь не к учащемуся, а к преподавателю, 
пожелавшему использовать эту книгу в своей работе. 
Еще одна категория лиц, на которых рассчитан обстоя- 
тельный список литературы, — это те читатели, которые 
пожелали бы испробовать свои силы в попытке самостоя- 
тельной исследовательской работы в области комбина- 
торной геометрии. Хочется обратить внимание на то, что 
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«классическая» элементарная геометрия достигла своего 
настоящего развития в первую очередь благодаря уси- 
лиям лиц, не причислявших себя к профессионалам-мате- 
матикам, — более всего усилиям многочисленных школь- 
ных учителей в разных странах мира. Нам кажется, что и 
комбинаторная геометрия, которая смело может пре- 
тендовать на положение «элементарной геометрии на- 
ших дней», в состоянии заложить фундамент для само- 
стоятельного научного творчества многих любителей 
математики, начиная с учащихся средней школы — и 
при составлении настоящей книги мы хотели дать начи- 
нающим математикам материал для их исследователь- 
ской работы. 


Список задач, 

предлагавшихся на математических олимпиадах 


Многие из собранных в настоящем сборнике задач в 
разные годы предлагались на московских, всесоюзных, 
международных и других школьных математических 
олимпиадах (о порядке проведения которых см. [4], а 
также книги [11] и [12], специально посвященные москов- 
ским и международным олимпиадам); нижеследующая 
таблица (не претендующая на абсолютную полноту) со- 
держит номера этих задач: 


Олимпиада 


Московская, I тур 
Московская, II тур 

Всероссийская 
Всесоюзная 
Международная 
Всесоюзная заочная 
Британская 

Венгерская (им. И. Кюршака) 


Номера задач 


2, 14. 23, 24, 25 а)— б), 26 а), 

46 а)— б), 47, 79 а), 97 6) 

3 6). 10, 11, 15 а) — б), 19, 21, 33 а), 
35, 45 в), 51, а)— б), 52 а), 57 а), 
58, 64 6), 67 6), 95а), 106 

80 

16, 18 а), 48, 54 а), 55 а) 

38 а), 87а) 

40, 119 

81. 94 6), 120 6) 

За), 4, 26 в) 


При этом задачи 3 6), 10, 14, 15а), 16, 23, 24, 26а), 
33 а), 45 в), 46 а), 57 а), 58, 79 а) и 97 6) предлагались 
учащимся 7-х или 8-х классов, а остальные — учащимся 
старших классов. 


ЗАДАЧИ 


1. ОЦЕНКИ РАССТОЯНИЙ 


В этом небольшом цикле собраны задачи, связанные с оцен- 
ками расстояний между точками или между фигурами. Централь- 
ными здесь, видимо, следует считать несложные задачи 6 — 10, по- 
священные важному понятию расстояния между двумя фигурами 
(например, между двумя линиями) Ф ( и Ф 2 (ср. § 4 книги [29] или 
п. 2.4 статьи [28]). Относительно общего понятия расстояния между 
двумя объектами Хи V, которые могут быть самой разной при- 
роды, см., например, Ю. А. Шрейдер [38]. 


1. В пространстве даны два треугольника АВС и 
АіВіСі. Докажите, что наибольшим из всех расстояний 
ЖЖ Ь где Же ЛВС 1 ), а ЖіеЛійіСі, является самый 
большой из девяти отрезков ЛЛ Ь АВ и ЛС Ь ВА\, ВВ,, 
ВС и СА і, СВ, и СС,. 

2. В пространстве даны два отрезка АВ и ЛіДь До- 
кажите, что расстояние между их серединами Ж и Ж 4 
не превосходит полусуммы расстояний ЛЛ 4 и ВВ { между 
концами отрезков и не меньше (абсолютной величины) 
полуразности расстояний ЛАі и ВВ,. 

В каком случае ЖЖ, = у {А А, + ВВ,)} А когда 
ЖЖ, =тД А А, — В В, |? 

3. В пространстве даны два отрезка АС и ВБ длины 1. 
Докажите, что: 

а) хоть одно из расстояний АВ, ВС, СО и ОЛ не 
У~2 

меньше -Д^—; 


б) если отрезки АС и ВО пересекаются, то хоть одно 
из расстояний АВ, ВС, СО и ОЛ не больше іС 2 


‘) То есть точка М принадлежит треугольнику АВС\ треуголь- 
ник здесь понимается как часть плоскости, ограниченная отрезками 
АВ, ВС и СА. 


13 


в) если отрезки АС и ВО лежат в одной плоскости, 
но не пересекаются, то хоть одно из расстояний АВ, ВС, 
СО и О А больше 1. 

4. Пусть выпуклый четырехугольник АВСО таков, 
что АС + СО ^ АВ ВО. Докажите, что в этом слу- 
чае вершина А четырехугольника расположена ближе к 
вершине В, чем к вершине С. 

Сохраняет ли силу утверждение настоящей задачи, 
если четырехугольник АВСО не выпуклый? 

5. На плоскости даны четыре точки А, В, С и Д. До- 
кажите, что: 

а) если точки В и С принадлежат отрезку АО и сим- 
метричны относительно середины 5 этого отрезка, то 
сумма расстояний любой тойки М плоскости от точек А 
и О не меньше суммы расстояний той же точки от точек 
В и С; 

б) обратно, если сумма расстояний любой точки М 
плоскости от точек Л и О не меньше суммы расстояний 
той же точки от точек В и С, то точки В и С принад- 
лежат отрезку АО и симметричны относительно середи- 
ны 5 этого отрезка. 

6. а) Радиусы двух окружностей 5, и 5 2 равны г, и 
г 2 , г расстояние между их центрами О у и 0 2 равно й. 
Чему равно наименьшее расстояние между точками 
окружностей? Чему равно наибольшее расстояние между 
их точками? 

б) Ответьте на тот же вопрос с заменой окружностей 
5і и 5 ограниченными этими окружностями кругами 
Кі и Кі- 

Ясно, что ни наибольшее расстояние между точками двух фи- 
гур, ни наименьшее из этих расстояний не характеризуют близость 
самих фигур друг к другу: так, на рис. I , а фигуры Р і и Р 2 далеки 
одна от другой, а наименьшее расстояние АВ между их точками 
мало; на рис. 1,6 линии Ьі и І- 2 почти совпадают, а наибольшее 
расстояние МЫ между их точками велико. Гораздо лучше харак- 
теризует взаимное расположение двух фигур Ф ( и Ф 2 следующая 
величина. Для каждой точки А фигуры Фі найдем самую близ- 
кую к ней точку В фигуры Ф 2 (рис. 2); далее определим наи- 
большее расстояние ЛоВо из всех таких расстояний АВ. Это 
расстояние А<,В 0 называется расстоянием от фигуры Фі до фигу- 
ры Ф 2 и обозначается через р(Ф ь Ф 2 ). 

Величины, строение которых сходно со строением величины 
р(Фі,Ф 2 ), встречаются в современной (особенно прикладной) ма- 
тематике довольно часто; поэтому на процессе образования числа 
р(Фі, Ф 2 ) уместно остановиться более подробно. Наибольшее 
из какого-то множества чисел М = {а, Ь, с, . . .} (в фигурных скоб- 
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ках выписаны числа рассматриваемого множества) часто обозна- 
чается символом 

тах [а, Ь, с, ...] или тах х ; 

х^м 

здесь буквы шах образуют сокращение латинского слова шахі- 
шиш «наибольший», а запись х М читается так: «число х 



Рис. 1. 


принадлежит множеству М», или «х — какое-то число из множе- 
ства М» (е — теоретико-множественный знак 
объекта заданной совокупности, или множе- 
ству, элементов). Аналогично этому наи- 
меньшее из чисел того же множества 
М = (а, Ь, с, . . .} обозначается так: 


тіп [а, Ь, с, . . .] 


или 


тіп х, 


где тіп есть сокращение латинского слова 
тіпітит — «наименьший». Выше мы видели, 
что величины 


тіп А,А 2 

Л,еФ„ 


И 


тах 

Л,е=Ф ь Аі 


Еф 2 


а : а 2 


принадлежности 

А о 



Рис. 2. 


(первая запись читается так: «наименьшее из расстояний А,А 2 , где 
точка Аі принадлежит фигуре Фі, а точка Л 2 — фигуре Ф 2 »; ана- 
логичный смысл имеет и вторая запись) являются мало удачными 
характеристиками отклонения фигуры Ф 2 от фигуры ф,. Гораздо 
лучше подходит для этой цели величина р(Фі,Ф 2 ), которая опреч 
деляется так: сначала мы, фиксировав какую-либо точку А (кото-: 
рая в дальнейшем будет считаться принадлежащей фигуре Фі), 
образуем 

тіп АВ, 

ВеФ, 


т. е. минимум всех расстояний АВ, где В — произвольная точка 
фигуры Ф 2 ; полученную величину обозначают символом р (А, Ф 2 ) 
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•и часто называют расстоянием от точки А до фигуры ф 2 ! ). Затем 
ищется величина 

тах тіп АВ (или точнее, шах ( шіп АВ )), 

ЛбФ|,ВбФ, Лбф| В<=Ф 2 

т. е. максимум всевозможных величин шіп АВ, полученный в 

ВеФ, 

предположении, что А пробегает все точки фигуры Фі; этот «мак- 
симум всех минимумов» и обозначается через р(Фі,Ф 2 ). ' 

Впоследствии в этой книге мы еще не раз встретимся с вели- 
чинами, образованными аналогичным образом (со. напвимеіз 
стр. 24 или 35). 

Остановимся, наконец, еще на одном моменте, хотя и несуще- 
ственном для задач этого цикла, но заслуживающем внимания 
с точки^ зрения обсуждаемых в последующих циклах проблем. Под 
фигурой мы понимаем произвольное множество точек; но при этом, 
скажем, уже шіп АВ, где А — какая-то фиксированная точка 

ВеФ 

плоскости, а Ф — (плоская) фигура, вполне может и не существо- 
вать. В самом деле, пусть К — скажем, множество всех внут- 
ренних точек круга с центром О и радиусом г (т. е. таких то- 
чек М, что ОМ < г; при этом точки N ограничивающей наш круг 



окружности 2, для которых ОЫ = г, мы к К не причисляем), а 
А — внешняя по отношению к кругу точка; в таком случае 
^шіп^ДЛІ не существует, ибо если Йо — (первая) точка пересе- 
чения луча АО с окружностью 2 (рис. 3), то для всех М е. К 
имеем АМ > АЫ 0 , но среди точек М е К найдутся такие, для ко- 
торых АМ сколь угодно близко к ДіѴо. В случае, когда 


*) Вспомните, например, известное определение расстояния от 
точки Д до прямой а как длины сі перпендикуляра, опущенного и3‘ 
Д на а; ясно, что сі = р(Д, а), 
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і^ф ' 45 не с У ществ У ет - расстояние р(Л,Ф) от Л до Ф опреде- 

ляют как ( точную ) нижнюю грань, или инфимум') длин всех от- 
резков АВ, где веф; 


р (А, Ф) = іп! АВ; 

Вб Ф 


при этом величина | — іп? х, где X — некоторое множество чисел 

х е X 

определяется из условий: х > % для всех х <= X; существуют 
х е X, сколь угодно близкие к $ (так что если тіп х 

существует, то іпі х = шіп х). Точно так же в тех случаях ко- 

хе=Х хеХ 

гда не существует ^гпах Р (А Ф 2 )> часто удобно рассматривать 

(точную) верхнюю грань, или супремум * 2 ) величин р(А, Ф 2 ), где 
Л ее Фі' 

Р ( ф ь Ф 2 ) = 5ИР р (А, Ф 2 ) = зир іпГ АВ; 

ЛеФ, Вбф, 


при этом зир у определяется как такое число и, что и ^ п для 

у ^ у ' 

всех у е У, но разность г) — у, где у е У, может быть сколь 
угодно малой. При этом, если определить расстояние р(Фі, Ф 2 ) 
от фигуры Фі до фигуры Ф 2 так: 


Р (Фь Ф 2 ) = зир іпТ АВ, 

ЛеФ, Веф, 

то, скажем, расстояние между внутренностями двух кругов не бу- 
дет отличаться от расстояния между самими кругами. 

7. а) Пусть Ті и Т 2 — контуры двух параллельно 
расположенных на плоскости равносторонних треуголь- 
ников с общим центром и со сторонами, соответственно 
равными 1 и 2. Чему равно расстояние р(7 4 , Т 2 ) от Ті 
до Гг? Чему равно расстояние р(Г 2 , Ті) от Т 2 до 7\? 

б) Пусть Кі и Кг — контуры двух параллельно распо- 
ложенных кубов с общим центром и с ребрами 1 и 2. 
Чему равно расстояние р(Кі, Кг) от Кі до /Сг? Чему равно 
расстояние р (К 2 , Кі) от К 2 до Кі ? 

Из результатов задачи 7 вытекает, что определенное выше рас- 
стояние от одной фигуры до другой не симметрично : расстояние 
Р(Фь Ф 2 ) от фигуры Фі до фигуры Ф 2 может и не равняться 
расстоянию р(Ф 2 , Фі) от фигуры Ф 2 до фигуры ф ь Однако это 
* «расстояние» удовлетворяет другому важному свойству обычных 
расстояний. 


*) іпПтит — по-латыни низшее. 

2 ) зиргепшгп — по-латыни высшее. 
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8. Пусть Фі, Ф 2 и Ф 3 — три произвольные фигуры. 

а) Докажите, что сумма расстояний от Фі до Ф 2 и 
от Ф 2 до Ф 3 не меньше расстояния от Фі до Ф 3 : 

Р (Фі, Ф 2 ) + Р (Ф 2 , Фз) > Р (Фі, Фз). 

б) Может ли иметь место неравенство 

Р (Фі, Ф 2 ) + Р (Ф 2 , Фз) < Р (Ф 3 , Фі)? 

Иногда оказывается удобнее характеризовать отклонение фи- 
гуры Ф) от фигуры Ф 2 наибольшим из определенных ранее рас- 
стояний от Фі до Ф 2 и от Ф 2 до Ф,. Полученная таким образом 
величина называется расстоянием между фигурами Ф, и Ф 2 и 
обозначается через Р (Ф,, Ф 2 ); таким образом: 

Р (Ф,, ф 2 ) = щах [р (Ф ь Ф 2 ), р (Ф 2) Ф,)]. 

Ясно, что расстояние Р(Фі,Ф 2 ) уже симметрично: для любых 
двух фигур Фі и Ф 2 всегда 

Р(Ф„ Ф 2 ) = Р(Ф 2 , ф] ). 

Кроме того, Р(Фі,Ф 2 )=0 в том случае, когда фигуры Фі и Ф 2 
совпадают *). 

9. а) Пусть 5і — окружность с центром 0 4 и радиу- 
сом г 1, 5 2 — окружность с центром 0 2 и радиусом г 2 ; 
расстояние 0і0 2 между центрами 5і и 5 2 обозначим че- 
рез й. Чему равно расстояние р(5і,5 2 ) от окружности 5і 
до окружности 5 2 и расстояние Р(5’ь 5 2 ) между этими 
двумя окружностями? 

б) Изменятся ли рассматриваемые расстояния при 
замене окружностей $і и $ 2 кругами /Сі и /С 2 , ограничен- 
ными этими окружностями? 

в) Пусть Фі, Ф 2 , Ф 3 — три фигуры. Докажите, что 
сумма расстояний между Фі и Ф 2 и между Ф 2 и Ф 3 не 
меньше расстояния между Фі и Ф 3 : 

Р(Ф„ Ф 2 ) + Р(Ф 2 , Ф 3 )>Р(Ф„ Фз). 

10. На листе бумаги поставлена клякса. Для каждой 
внутренней точки А кляксы находим ближайшую к 
ней точку В ограничивающей кляксу линии; затем из 
всех полученных таким образом (для разных точек 

') Или «почти совпадают» — так, например, равно нулю рас- 
стояние между окружностью 5 и той же самой окружностью 5' 
с одной «выколотой» (т. е. исключенной из рассмотрения) точкой. 

[По поводу еще одного определения расстояния между (пло- 
скими) фигурами (так называемое «симметричное расстояние») см, 
ниже, стр. 54.] 
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кляксы) расстояний АВ выбираем самое большое рас- 
стояние А\В\. Аналогично для каждой внутренней точки 
А кляксы мы находим и самую далекую от Л Точ- 
ку С ограничивающей кляксу линии; затем из всевоз- 
можных (образованных для всех точек кляксы) рас- 
стояний АС находим самое маленькое расстояние А 2 С 2 . 

а) Какое из расстояний больше: А Х В Х или А 2 С 2 ? 

б) Может ли иметь место равенство А Х В Х = Л 2 С 2 ? 
Если может, то для кляксы какой формы? 

Разумеется, задаче 10 можно придать следующую форму. Для 
каждой внутренней точки А плоской фигуры Ф («кляксы») находим 
ту из точек ограничивающей Ф линии Г, которая ближе всего 
К / Р асстояние АВ от А до этой точки В линии Г обозначаем через 
р(Л), а наибольшее из всех расстояний АВ = р(А), образо- 
ванных для всех внутренних точек фигуры Ф — просто через 
(і (= А,В,). Аналогично этому пусть ѵ(А)~ = АС — расстояние от А 
до самой далекой от А точки С линии Г, а ѵ = АгС 2 — наи- 
меньшее из всех расстояний ѵ(А), образованных для всех то- 
чек /4бФ. 

Таким образом, содержание задачи 10 составляет сравнение 
двух величин <) 

ц — тах р (А) = тах тіп АВ и ѵ = тіп ѵ (А) = тіп щах АС 

ЛеФ АеФ Ве Г Л<=Ф Л<=Ф СеГ 

(ср. выше, стр. 16). 

П. Расстояния от некоторой точки М до вершин А 
и В равностороннего треугольника АВС равны МА — 2 
и МВ = 3. Чему может равняться расстояние МС от 
точки М до третьей вершины треугольника? 

12. Пусть Аі, А 2 , ..., Л юоо — какие угодно 1000 то- 
чек плоскости. Докажите, что на любой окружности ра- 
диуса 1 найдется точка М, сумма расстояний от кото- 
ром до точек А і, А 2 , .... А юоо не меньше 1000. 

13*. На плоскости дана ломаная А 0 АіА 2 . . . А п та- 
кая, что 

А 0 А, = А, Л 2 — А 2 А 3 = ... =Л,і-іАп=1 

и 

60° А 0 А,А 2 < Д А,А 2 Аз< д а 2 а 3 а 4 < . . . 

. . . < Д А„_ 2 А„-і А а < 120°; 

') Точнее здесь было бы писать 
р = зир іпГ АВ и 

ЛеФ ВеГ 

(ср. со сказанным на стр. 17). 


ѵ = іпі зир АС 
Ле Ф СеГ 
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при этом каждые два звена ломаной, соседние с одним 
и тем же звеном, расположены по одну сторону от него 
(рис. 4). Докажите, что, каково бы ни было число п, рас- 
стояние Л 0 Л„ никогда не превзой- 
дет 3. 

14. На плоскости даны две точки 
А и В, расстояние между которыми 
равно й. Постройте квадрат, на гра- 
нице которого лежат эти точки, так, 
чтобы сумма расстояний от точки А 
до вершин квадрата была наимень- 
шей из возможных. Чему равна эта 
сумма? 

15. Через одну точку О прохо- 
дят четыре прямые 1\, / 2 , / 3 и / 4 (пря- 
мые занумерованы в порядке вра- 
щения часовой стрелки; см. рис. 5). Через произвольную 
точку А\ прямой 1\ проведена прямая ЛіЛ 2 || / 4 до пересе- 
чения с / 2 в точке Л 2 ; че- 
рез точку А 2 проведена 
прямая Л 2 Л з 1 1 / 1 до пере- 
сечения с Із в точке Л 3 ; че- 
рез точку Л з проведена 
прямая Л 3 Л 4 1| / 2 до пере- 
сечения с и в точке Л 4 ; че- 
рез Л 4 проведена прямая 
Л 4 В |! І г до пересечения с 
/і в точке В. 

а) Докажите, что 

ОВ<~ОА ,. 

б) Докажите, что, более того, всегда ОВ^-^-ОЛ,. 
Может ли быть улучшена и эта последняя оценка? 




2. ОЦЕНКИ УГЛОВ 

Центральное место в этом цикле задач занимают тесно связан- 
ные между собой задачи 25 — 32, начинающиеся со сравнительно 
простых вопросов и быстро приводящие к весьма сложным зада- 
чам или к проблемам, которые сегодня не умеет решить никто. При 
этом некоторые из не решенных до сих пор задач, связанных 
с оценками углов, могут оказаться и не очень трудными, и мы реко- 
мендуем читателю постараться самостоятельно ответить на те или 
иные из поставленных ниже и не имеющих пока ответов вопросов 
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или самому сформулировать новые задачи, родственные собранным 
здесь. 

При решении задач этого цикла следует иметь в виду опре- 

І деленное «коварство» рассматриваемой в нем проблематики: здесь 
совсем простые по условию задачи сплошь и рядом оказываются 
весьма нелегкими, причем сложность двух, казалось бы, весьма 
схожих задач зачастую является совсем разной. Так, в то время 
как задача 25 г) является сравнительно простой, в точности анало- 
гичная ей задача об оценке наибольшего из образованных п 
точками углов до сих пор не решена, хотя ее пытались решить 
многие известные математики; подобно этому из двух весьма близ- 
ких по формулировке задач 32 и 34 (ср. сказанное по этому поводу 
на стр. 33) вторая решается совсем легко, а первая является од- 
ной из труднейших во всей книге. Поучительно также сопоставле- 
ние задач 31 а) и 32 а) с их стереометрическими аналогами 31 б) и 
• 32 б) (или даже сравнение совсем простой задачи 33 а) с задачей 

33 б)), иллюстрирующее типичное для комбинаторной геометрии 
резкое возрастание трудностей при переходе от планиметрических 
проблем к стереометрическим или «многомерным» (ср. со сказан- 
ным на стр. 33 в связи с задачей 32), 

16. Семиугольник ЛИгЛзЛ/УКЛвЛу вписан в окруж- 
ность. Докажите, что если центр этой окружности ле- 
жит внутри семиугольника, то сумма углов .при верши- 
нах А і, А 3 и Л 5 меньше 450°. 

17. Пусть М — произвольная точка, лежащая внутри 
правильного «-угольника. Докажите, что найдутся две 
такие вершины Л и В «-угольника, что 

(і — • 180° < ^ ЛД4В< 180°. 

18. В остроугольном треугольнике АВС биссектриса 
Ай, медиана ВМ и высота СН пересекаются в одной 
точке. 

а) Докажите, что угол Л треугольника больше 45°. 
б) Укажите все значения, которые может иметь /-А 
при выполнении условий задачи. 

19. Какие значения может иметь угол, под которым 
диагональ куба видна из точки его поверхности (концы 
диагонали исключаются из рассмотрения)? 

20. В кольце, ограниченном концентрическими ок- 
ружностями радиусов Виге центром О, взяты две 
точки Л и В; расстояние ЛВ равно 1. Какое наименьшее 
значение может иметь угол ЛОВ? 

21. Как провести « лучей с началом в одной точке 
плоскости так, чтобы сумма всевозможных попарных 
углов между этими лучами была наибольшей из воз- 
можных? (Под углом между двумя лучами здесь 
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понимается угол, не превосходящий 180°.) Чему равно 
это наибольшее возможное значение суммы углов? 

22. Пусть а ь а 2 , . . . , а к — какие-то к положительных 
чисел. На луче ОХ откладывается отрезок ОХі = х,, где 
*і — какое-то одно из чисел щ, а 2 , .... а к ; затем на 
луче Х { Ѵ _І_ ОХі откладывается отрезок ХіХ 2 = х 2 , где 

х 2 — еще одно из тех же чисел а\, 
а 2 , . .., а к , и луч Х\У обращен в та- 
кую, сторону, что направление вра- 
щения от луча ОХі к лучу ОХ 2 про- 
тивоположно направлению враще- 
ния часовой стрелки (рис. 6); за- 
тем на луче Х 2 Уі і. ОХ 2 отклады- 
вается отрезок Х 2 Х 3 — лг 3 , где х 3 — 
еще одно из тех же к чисел, и на- 
правление вращения от ОХ 2 к 0Х 3 
совпадает с направлением вращения 
от ОХі к ОХ 2 , и т. д.; наконец, на 
луче Х к -іУ к - 2 X ОХ к -і откладывается отрезок Х к -\Х к = 
— х к , где х к — последнее из к чисел а\, а 2 , . .., а к , и луч 
ОХ к -і поворачивается до положения ОХ к в направле- 
нии, обратном направлению вращения часовой стрелки. 
Докажите, что при данных числах а і, а 2 , . . . , а к «пол- 
ный» угол поворота Х { ОХ к будет наибольшим, если 

Хі < х 2 < х 3 < ... 

и будет наименьшим, если 

23. На плоскости дано семь прямых, никакие две из 
которых не параллельны. Докажите, что найдутся две 
из этих прямых, угол между которыми меньше 26°. 

24. Какое наибольшее число острых углов может 
иметь выпуклый л-угольник? 

Для того чтобы пояснить содержание последующей группы 
задач, нам будет удобно обратиться к одной задаче, которая была 
включена в предшествующий выпуск серии «Библиотека математи- 
ческого кружка» (см. задачу 45 а) из книги [4]), но по существу 
целиком примыкает к настоящему циклу. 

Задача. На плоскости даны три точки А, В, С; углы тре- 
угольника АВС мы обозначим через а, р и у, где а ^ у ^ р. Ка- 
кие значения могут иметь величины углов а, (5 и у? 

Для каких троек точек А, В, С достигаются наибольшее и 
наименьшее значения углов а, (5 и у? 

Решение. Ясно, что наименьший угол а треугольника 
А ВС не может быть больше 60°, поскольку сумма всех трех его 

22 





углов равна 180° = 3-60°; однако значение 60° угол <х принимать 
может (рис. 7 ,а). С другой стороны, угол а может быть сколь 
угодно мал; если же считать, что точки А, В к С могут принадле- 
жать одной прямой (они образуют в этом случае «вырожденный» 



треугольник), то становится возможным и равенство а = 0 
где г '.ВАС = /.ВС А — 0). Таким образом, 

0<а< 60°. 


(рис. 7, б. 


Аналогично н а и^б о л ь ш и й угол р треугольника АВС не мо- 
Ж6Т осп» меньш 0 е 60 ° ( иб ° иначе сумма трех углов была бы мень- 
ше 3_60 = 180°); равенство же р = 60° является возможным 
(рис. 7, а) Ясно также, что угол Р может быть сколь угодно бли- 
зок к 180 или даже равен 180° (так, на рис. 7,6 /АВС «тре- 
угольника» АВС равен 180°). Итак 


60°<р< 180°. 

Наконец, «средний» угол у треугольника, как мы уже видели, 
может оыть равен 0 (ибо на рис. 7, б равны нулю два угла «тре- 
угольника» АВС). Ясно также, что угол у никак не может быть 
тупым или прямым; однако он может быть сколь угодно близок 
к прямому (см. рис. 7, в, где угол А равнобедренного треуголь- 
ника АВС очень мал). Поэтому 

0<у<90°. 

Ясно, что как значение а = 60°, так и значение Р = 60° дости- 
гаются лишь для точек А, В, С, являющихся вершинами равно- 
стороннего треугольника; значения же а = 0, у = 0 и р = 180° 
достигаются для любых трех точек одной прямой'). 

Строго говоря, нам следовало бы еще доказать, что углы а, 
Р и у могут принимать любые значения в указанных пределах. 
Однако эта последняя часть решения задачи (сводящаяся, ска- 
жем, к построению треугольника АВС, наименьший угол А кото- 


) Заметьте, что значения а = 60° и р = 60° достигаются для 
единственной конфигурации точек (с точностью до ее замены 
любой подобной ей, что, разумеется, вообще не меняет никаких 
углов). Однако значения а = 0, у = 0 и Р = 180° достигаются для 
многих конфигураций, ибо точка В на рис. 7,6 может быть про- 
извольно расположена на отрезке АС, 


23 


рого равен заданному углу а, произвольно выбранному в пределах 
О < « < 60 ) является довольно простой, и ее можно опустить. 

Заметим еще, что определение самого малого возмож- 
ного значения а и самого большого возможного значе- 
ния (3 не представляет никакого труда: конечно, наименьший угол 
треугольника может быть сколь угодно мал (а для «вырожденного» 
треугольника он может равняться 0), а наибольший угол может 
быть сколь угодно близок к 180° (и даже равен 180°). Таким образом, 
интерес здесь представляет лишь определение наибольшего 
возможного значения а и наименьшего значения (3 — и эти 
последние задачи настолько характерны для современной мате- 
матики, что о них стоит поговорить подробнее. 

Для того чтобы пояснить, что именно в условиях этих двух 
задач является особенно типичным, мы несколько изменим обозна- 
чения. Будем рассматривать всевозможные треугольники МіМ 2 Мз 
плоскости; углы такого треугольника при вершинах М і, М г и М 3 
мы обозначим через а*, а 2 и аз. При этом наименьшим может ока- 
заться любой из углов аі, а 2 , аз; этот наименьший угол мы обо- 
значим так: 


•гпіпа,, где 
/ ' 


/ = I, 2 или 3 


(т. е. «минимум» — или наименьшая — из величин аі, а 2 , аз). Ана- 
логично этому наибольший из углов аі, а 2 , аз обозначается сим- 
волом 

шах а ., где у = 1, 2, 3 
і 1 

(ср. выше, стр. 15). 

Условимся еще тройку {Мі,Л1 2 , М 3 ) точек плоскости обозначать 
символом з. В таком случае задачу оценки наибольшего 
возможного значения наименьшего из углов аі, а 2 , аз (т. е. 
наибольшего значения величины тіпаД можно записать так: 


шах шіп а ., 
Л / ‘ 


где /= 1, 2 или 3; & 3 = {М Ѵ М 2 , М 3 } 


(найти максимум по всевозможным тройкам !?з = {Мі, М 2 , Мз] 
точек плоскости минимума по / величины а у). Аналогично этому 
задача оценки наименьшего значения наибольшего угла р 
треугольника (т. е. величины шах аД в наших новых обозначениях 

записывается так: найти 


шіп шах а,, 
і 1 


у=1, 2, 3; ^ 3 = {М І , М 2 , М 3 }. 


Именно этот («минимаксный» и «максминный») характер задач об 
оценках углов а и р треугольника АВС мы и хотели подчеркнуть. 

Обратимся теперь к вопросу об оценке среднего угла у- 
Здесь сразу не ясно, составляет ли «главную» часть задачи оценка 
величины у сверху или снизу; однако поскольку из рис. 7, б видно, 
что равенство у = 0 является возможным, то нам остается найти 
лишь величину шах у. Но тут нас подстерегает сюрприз: оказы- 
вается, что наибольшего возможного значения у вообще не суще- 
ствует — угол у может быть сколь угодно близок к 90°, но ра- 
венство у = 90° невозможно. В таком случае говорят, что у вели- 
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чины у нет максимума, но существует ( точная ) верхняя грань , 
или супремум — такое число Г, что у не может превзойти Г, но 
может быть сколь угодно близка к Г (ср. выше стр. 17). В нашем 
случае верхняя грань Г угла у равна 90°, что записывается так: 

виру — 90° (или вир у = 90°). 

сР з 


Нетрудно понять, с чем связано отсутствие максимума у ве- 
личины у. Ясно, что величины шах а ) или гпіп а, наверное суще- 
ствуют: ведь из трех углов ссі, а 2 и аз всегда возможно указать 
наибольший (конечно, наибольшими могут явиться и два из наших 
углов или даже все три — если все они равны) и наименьший. 
Однако число всевозможных троек З'з = {Мі, М 2 , М 3 } точек пло- 
скости является бесконечным. Поэтому здесь уже нельзя ру- 
чаться, что найдется такая тройка, которой отвечает наибольшее 
значение угла у: ведь переходить от одной тройки точек к дру- 
гой, которой отвечает большее значение угла у, мы можем сколь 
угодно много раз — и при этом может оказаться, что каждый раз 
остается какая-то тройка !?з, «лучшая», чем все встречавшиеся 
нам ранее. Поэтому мы можем расценить лишь как нашу удачу 
то обстоятельство, что для величин а и (5 их верхние грани (пер- 
вая из которых равна 60°, а вторая — 180°) достигаются, т. е. что 
существует шах а и шах р. Для величины же у ее ( точная ) нижняя 
грань (или инфимум — ср. стр. 17) достигается (и равна 0), а 
зир у = 90° недостижим, подобно тому как для величины 
1 1 / 

— , где « — натуральное число, зир — =1 достигается I к этому 

значению — мы приходим, положив п ■■ 

стижим (т. е. величина — имеет максимум, но не имеет минимума). 




но іпГ — = 0 недо- 
п 


Ряд задач, о которых ниже пойдет речь, начинается с совсем 
простых задач 25 а) — в) и с обобщающей их результаты задачи 
25 г), лишь немногим более сложной, чем ее частные случаи: 

25. а) Даны четыре точки плоскости. Докажите, 
что из этих точек можно выбрать три, являющиеся вер- 
шинами треугольника, один из углов которого не пре- 
восходит 45°; однако расположение точек может быть 
таким, что ни один из треугольников, вершинами кото- 
рых служат три из наших точек, не имеет меньшего 
45° угла ') . 

б) Даны пять точек плоскости. Докажите, что из 
этих точек можно выбрать три, являющиеся вершинами 
треугольника, один из углов которого не превосходит 
36°; однако расположение точек может быть таким, что 


‘) Три точки, принадлежащие одной прямой, здесь рассмат- 
риваются как вершины «треугольника», с углами 0, 0 и 180°. 
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ни один из треугольников, образованных тремя из них, 
не имеет угла меньшего 36°. 

в) Даны шесть точек плоскости. Докажите, что из 
этих точек всегда можно выбрать три, являющиеся вер- 
шинами треугольника, один угол которого не превосхо- 
дит 30°; однако расположение точек может быть таким, 
что ни один из образованных этими точками треуголь- 
ников не имеет угла, меньшего 30°. 

г) На плоскости даны га точек. Докажите, что из 
этих точек можно выбрать три, являющиеся вершинами 
треугольника, один из углов которого не превосходит 

1 ~ і однако расположение точек может быть таким, 


что ни один из треугольников, 
жат какие-то три из наших 
180° 

меньшего . 


вершинами которых слу- 
га точек, не имеет угла, 


п 

Каким должно быть расположение га точек, для того 
чтобы ни один из образованных тройками точек тре- 
угольников не имел угла, меньшего — 0 ■? 


Поясним связь задач 25 а) — г) с разобранной выше задачей 
сб оценке углов треугольника. Пусть на плоскости дано п точек 

Мі, М 2 , М М„; всевозможные углы М(Л1,-Л1* (где і, } и к 

принимают любые разные значения из числа номеров 1, 2 п) 

мы обозначим через аі, аг, осз, . . . , агѵ, где N — число всевозмож- 
ных троек і , ,/, к различных номеров (или «индексов»), каждый из 
которых может иметь одно из значений 1 , 2 , 3 , ... или /г 1 ). Наи- 
меньший из углов аі, а 2 , .... ах мы обозначим просто че- 
рез а; таким образом, 

а = тіп а ,, где 7=1, 2, 3, ... или N. 

1 у 


Ясно, что наименьшее значение, которое может принимать 
величина а, образуемая для разных систем 9 > „ = {Ліі, М 2 , .... А1„) 


') Число N. или Л^(ге), таких троек равно утроенному числу С\ 
треугольников с вершинами в данных точках, где С 5 = 
п(п- 1 ) (л — 2 ) 

в 1 , 2.3 число сочетаний из п элементов по 3; таким 

образом, 

У(Я)-3^— 

в частности, 

М( 4) = 12 , N(5) — 30 и ЛГ(6)=60. 

Впрочем, точное значение величины N (я) нам нигде ниже не пона- 
добится, 
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из п точек плоскости, есть просто 0; а = 0, если какие-либо три из 
наших точек принадлежат одной прямой. Зададимся теперь целью 
наити наибольшее возможное значение, или максимум, вели- 
чины а, достигаемый при подходящем выборе системы 9> п из п то- 
чек плоскости; эту величину мы обозначим через а или, поскольку 
она, очевидно, зависит от числа п точек, — через й(п): 

а (п) = тах а = шах тіп а „ 

' * 

/ = 1, 2, ... или N (п), 0> п = {М 1 , М 2 М п ). 

Задача 25 г) утверждает, что 


в частности (см. разобранную выше задачу об оценке углов тре- 
угольника и задачи 25 а)— в)), 

й(3) = 60°, а (4) = 45°, а(5) =36° и й (6) = 30°. 

Таким образом, скажем, для случая шести точек плоскости наи- 
меньший угол а из числа образованных этими точками N ( = 60) 
углов таков, что 

0 < а < 30°. 

Обратимся теперь к оценке наибольшего из углов а/. 

26. а) На плоскости даны четыре точки. Докажите, 
что из этих точек можно выбрать три, являющиеся- вер- 
шинами прямоугольного или тупоугольного треуголь- 
ника; однако расположение точек может быть таким, 
что никакие три из них не являются вершинами тупо- 
угольного треугольника 1 ). 

б) На плоскости даны пять точек. Докажите, что из 
этих точек можно выбрать три, являющиеся вершинами 
треугольника с наибольшим углом ^108°; однако рас- 
положение точек может быть таким, что ни один из тре- 
угольников, образованных нашими точками, не имеет 
угла, большего 108°. 

в) На плоскости даны шесть точек. Докажите, что 
из этих точек можно выбрать три, являющиеся верши- 
нами треугольника с наибольшим углом ^120°; однако 
расположение точек может быть таким, что ни один из 
треугольников, образованных этими точками, не имеет 
угла, большего 120°. 

Для каких расположений на плоскости четырех, со- 
ответственно пяти и шести, точек из них нельзя ’ вы- 
брать три, являющиеся вершинами треугольника с углом, 


‘) См. подстрочное примечание на стр. 25. 
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большим 90°, соответственно большим 108° или боль- 
шим 120°? 

В связи с задачами 26 а) — в) можно повторить почти все ска- 
занное по поводу задач 25а — г). Рассмотрим по-прежнему п точек 
Мі, М 2 , М 3 , .... М п плоскости; образованные этими точками все- 
возможные углы МіМіМ/, обозначим через аі, а 2 , аз, а,к, где 
IV — общее число всех рассматриваемых углов. Наибольший из 
всех этих углов мы обозначим через (3: 

р = шах а, /=1, 2, 3, ... или ЛЛ 
1 ■' 


а наименьшее возможное значение наибольшего угла р, дости- 
гаемое при подходящем выборе системы & „ = [М і} М 2 , . . . , М„) то- 
чек плоскости — через _р (или через ^(я), поскольку рассматриваемая 
величина зависит, очевидно, от я): 

Р = тіп р = тіп тах а , /=1, 2, ... или 


&п = {М и М 2 Мп) 


Тогда из разобранной выше задачи об оценке углов треугольников 
и из результатов задач 26 а) — в) следует, что 

Р (3) = 60°, р (4) = 90°, Р (5) = 108° и р (6) == 120°; 


таким образом, в случае, скажем, всевозможных систем 3*3 = 
= [Мі, М г , Мз, М 4 , Мъ) пяти точек плоскости наибольший угол р из 
числа определяемых этими точками N (=30) углов всегда заклю- 
чен в пределах 

108°<Р< 180° 


(ясно, что Р = 180°, если какие-либо три из наших пяти точек при- 
надлежат одной прямой). 

Задачи 26а)— в) ничуть не труднее задач 25а)— в); на этом 
основании можно было бы предположить, что и общая задача 
определения величины Р_(я) является несложной и, вернее всего, 


имеет следующий ответ: р (п) = 180° — 


360° 


(=180° — 2 а (я); эта 


формула, очевидно, справедлива при п — 3, 4, 5 и 6). Вниматель- 
ный анализ результатов задач 25 а)— в) и 26 а)— в) обнаруживает 
только одно заметное различие между ними, которое можно вос- 
принять как сигнал о том, что задачи об оценке возможных зна- 
чений наименьшего угла а (= тіп а ^ и наибольшего угла 

Р( = тахау) могут расходиться и по характеру ответов и по труд- 


ности решения: в то время как во всех задачах 25 а) — в) (и в общей 
задаче 25 г) ) наибольшее значение а наименьшего угла всегда 
реализуется для единственной системы 3„ точек плоскости, 
в задачах 26 а) — в) наименьшее значение 90°, соответственно 108° 
и 1 20°, угла Р = шах ат достигается для бесконечного числа 
разных (т. е. не подобных между собой) систем З п точек пло- 
скости (где п = 4, 5, 6). Однако игнорировать этот «сигнал» не 
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следует, — и действительно, нижеследующие задачи 27 а) — в) уже 
совсем не похожи на задачи 26а) — в): они заметно труднее как 
этих задач, так и задач 25 а) — г). 

27*. а) На плоскости даны семь точек. Докажите, 
что из этих точек можно выбрать три, являющиеся вер- 
шинами треугольника, наибольший угол которого 
> 120 °. 

б) Пусть ф — любой угол, больший 120° (угол ф 
может быть сколь угодно близок к 120°, например, мо- 
жет быть равен 120°1")- Докажите, что на плоскости 
можно так выбрать семь точек, что все углы всех тре- 
угольников, образованных какими-либо тремя из этих 
точек, меньше угла ф. 

в) Докажите, что результаты задач а) и б) сохра- 
няют силу и в том случае, если вместо семи взять восемь 
точек плоскости. 


Таким образом, мы видим, что величина 


шіп | 


(=тіпшаха здесь 


1, 2, 


ЛГ(я); 

?п = {М „ М 2 


Мп)) 


при п — 7, 8 просто не существует; вместо нее приходится 
рассматривать число 

іп( р (= іпГ шах а ,), 

*п 1 

которое можно обозначить тем .же символом ]3(п) ‘). При этом 

Р (7) = Р (8) — 120° (— Р (6)); 


однако различие между случаями п = 6 и а = 7 или 8 заключается 
в том, что в первом случае величина тах а, = р = Р (6) = 120° до- 


считается для некоторой конфигурации 3*ъ точек, а во втором 
и в третьем значение р = 120° недостижимо. 

Задачу определения величины 


р («) = іпі р (=іпГшаха.) 
*п 1 3 


впервые, как будто, поставил американский математик Л. Б л го- 
мента ль ([39], стр. 132); эта задача до сих пор не решена. 
Видный венгерский математик Пал Эрдёш, которому принадле- 
жат как многие яркие результаты в разнообразных областях 


‘) Использование в этом случае как будто уже «занятого» 
обозначения оправдывается тем, что во всех случаях, когда вели- 
чина шіп р существует, она равна іп( Р (=Р(п)). 
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математики, так и постановки еще большего числа нерешенных до 
наших -дней проблем арифметического, аналитического и геометриче- 
ского содержания (см., например, [40]), предположил, что 

если 2 к ~ 1 <п^2 к , то р (п) = 180° - -^1 при всех п >6 


и что достигается это значение угла Р(л) лишь при п = 6. Од- 
нако доказано пока (венгерскими математиками П. Эрдёшем и 
Г. С е к е р е ш е м) лишь, что 

если л=2* (где к ^2), то действительно р (лг) = 180° - 

к 

и 

если 2 к ~'<п<2 к (где 6 >2), то 180°- < р (п)< 180° — 

к — 1 - к 

([41]; последняя оценка может быть еще немного улучшена). 


Обратимся снова к произвольным системам = {М,, М 2 , . . . 
Л4п} точек плоскости и к образованным этими точками 
... . ( п (п — 1) (п — 2) \ 

^ \ п ) I п I углам МіМіМіі. Условимся обозна- 


чать, эти углы, как и выше, через а = аі, а.г, аз, или через 

Р — Рі. Рг, Рз, .... Рк, где теперь си ^ а 2 < а 3 < . . . ^ ал-, со- 
ответственно Рі ^ Рг ^ рз ^ ^ Р лг ; таким образом, например, 

Р = Рі — это угол алг, а а = аі — это угол Рл (и вообще — 
= «х-ь а а/ = р л-,/). Из результата нижеследующей задачи 29 
следует, что оценки возможных значений всех этих углов сводятся 
к нахождению 


а, = зира„ где 
■' & ■' 


п(п— \ ) (п — 2) 


Ру = іпГ Р у, где 1</< я(«-0(я-2) ; 


при этом 

0<а у <сіу(ц) при 1</<— 'Н" -2 ) 

О 

и 

Ру(п)<Ру< 180° при 'Н” -2 ) 

(ясно, что рассматриваемые величины ё/ и Р; зависят от числа п 
точек плоскости, так что их уместно обозначать через а^(п) и 

Л/ (я)). 

Дополнительная проблема состоит в определении того, при ка- 
ких ] достигаются величины а.^(п) и Рт(д). Так, например, 
при /і = 3 задача сводится к определению трех чисел а (3) = йі (3), 
аг(3) и _р(3) ( = аз(3)) — и мы знаем, что 

й[3) = йі(3) = 60°, й 2 (3) = 90° и р_(3) = а,(3) = 60°, 
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причем значения а (3) и Р(3) достигаются, а значение й 2 (3) — нет 
(стр. 22 — 25). При п = 4 требуется определить восемь чисел йД4), 
где 1 ^ ^ 8, и четыре числа (5/(4), где 1 ^ У < 4; известно же 

нам, что 

о (4) = а і (4) =45°; й 2 (4)=45° ( = й,(4)) 

Р(4) = Рі(4) = 90°; М4)=72° 

и что все эти значения достигаются (см. задачи 25 а), 26 а) и ниже- 
следующие задачи 28а), б)). 

А может быть вы сами сумеете определить какие-либо еще из 
величин а^(п) и РДл)? Возможно, что задачи вычисления углов 
йз(4) и^ 3 (4); йз(5) и ]3 2 (5) не являются особенно трудными; срав- 
нительная простота вопроса о величине числа й(/г) = йі(л) под- 
сказывает также попытку определения величины й 2 (я). 


28. Пусть А, В, С, Б — произвольные четыре точки 
плоскости; а — аі и а 2 — два самые маленькие из зада- 
ваемых этими точками 12 углов, а р = рі и р 2 — два са- 
мых больших угла (так что а = аі ^ а 2 . . . ^ 
^ Рг ^ Рі = Р) . Докажите, что 

а) 0 ^ а 2 < 45°; 

б) 72° ^ р 2 < 180°. 

Для каких четверок точек А, В, С, Б достигаются 
значения а 2 = 45° и р 2 = 72°? 

29. Пусть Л4і, М 2 , ..., Л4„ — произвольные п точек 
плоскости;- общее число образованных этими точками 
углов МіМ]М к (где і, / и к принимают любые из значе- 
ний 1,2,3, ... или п) обозначим через ЛПгс) 1 ). Докажите, 

п (п — 1) (я — 2) 

что д из этих углов могут равняться 0 и 

п (п — 1) (я — 2) , „ ЛП 

^ углов — равняться 180 . 

Разумеется, аналогичные «задачи об оценках углов» имеют 
смысл ив стереометрии. Пусть 3> „ = {М и М 2 , .... М п ] — произволь- 
ная система п точек пространства (такая постановка задачи не 
запрещает, конечно, всем точкам принадлежать одной плоскости); 

определяемые этими точками N ( п ) - П | углов 

МіМіМь мы, в отличие от плоского случая, условимся обозначать 
большими (греческими) буквами А и В, считая по-прежнему, что 


а = а,<а 2 <а 3 < 


< А, 


в = в 1 >в 2 >в 3 > 




N '• “ ~і “2 = — з ^ “у > 

так что А = А, — это наименьший из задаваемых нашими п 
точками N углов, а В = Ві — наибольший. Заметим сразу же, 
что результат задачи 29 полностью сохраняет силу и для простран- 
ства, так что здесь также требуется определить л (л — 1) (п — 2) /3 

‘) См. подстрочное примечание на стр. 26, 
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величин А^ = зирА^ и величин В, = іпГВ, 

гг п 6 — 7 & п ■’ 

(и выяснить, какие из этих величин могут достигаться). Так, 
задача 30 утверждает, что 

А (4) = А, (4) = В, (4) = В (4) = 60°, 

причем эти значения углов А и В достижимы, так что в случае 
четырех точек пространства 

0<А<60° и 60°<В<І80°. 

А может быть,_вам удастся самим определить величины А (5) 
и В (5) (ср. [42]), А 2 (4) и В 2 (4); тем же читателям, которые зна- 
комы с понятием к-мерного ( евклидова ) пространства 1 ), можно по- 
рекомендовать продумать задачи об определении величин А ^ ( п ) 
и Ву ^ (я), связанных с системами п точек й-мерного евклидова про- 
странства (так, например, здесь 

А (й) (к + 1) = тахА = 60° и В (6) (к + 1) = тіп В = 60° 

'* + ! “ '* + ! 

— почему?). 

30. Пусть А, В, С, Б — произвольные четыре точки 
пространства; образованные этими точками 12 углов 
(/.ВАС, /АВС, /АСВ, . .., /ВБС) мы обозначим че- 
рез Аі, А 2 , Аі 2 . Докажите, что 

а) наименьший из углов Аі, А 2 , Аі 2 всегда не 

больше 60° (но может быть равен 60°); 

б) наибольший из углов А ь А 2 , . . . , А і2 не меньше 
60° (но может быть равен 60°). 

Укажем еще, что «задачи об оценках углов» можно ставить 
и несколько по-другому. До сих пор мы всегда считали число п то- 
чек плоскости или пространства заданным — и при этих условиях 
стремились оценить те или иные из углов аі, а 2 , .... а я (или 
Аі, А 2 , ..., Ая). Однако такую постановку задачи можно и «обра- 
тить» — можно заранее задать те или иные оценки для (одного 
или нескольких) углов аі, а 2 , ..., а.ѵ (соответственно Аі, А 2 , Ап) 
и поставить вопрос о том, при каком числе п точек плоскости или 
пространства эти оценки могут быть удовлетворены. Мы ограни» 
чимся здесь лишь двумя примерами подобной постановки задач, при* 
надлежащими, как будто, все тому же Палу Эрдёшу. 

31. При каком числе п точек Мі, М 2 , М п 

а) плоскости; 

б) ** пространства 

их можно расположить так, что ни один из углов 


') См., например, Б. А. Розенфельд, И. М. Я гл ом, Много* 
мерные пространства, Энциклопедия элементарной математик^ 
(ЭЭМ), кн. V (геометрия), М., «Наука», 1966, стр. 349—392, 
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МіМіМ к (где і, /, к — это какие-то из номеров 1, 2, ... 
, п) не будет тупым? 

32. При каком числе п точек М и М 2 , .... М п 

а) плоскости; 

б) ** пространства 

их можно расположить так, что все углы МіМ^Мь будут 
острыми? 


Таким образом, в задаче 31 требуется расположить п точек так, 
чтобы все углы оо, « 2 , .... а ц (соответственно углы Аь Аг, . . . , А ,ѵ ) 
были ^90°; в задаче 32 нестрогое неравенство сст^ЭО 0 (или А/^90°; 
здесь / = 1, 2, 3, . . . или А) заменяется строгим неравенством 
ос? < 90° (или А^ <. 90°). Разумеется, для того чтобы эти неравен- 
ства были возможны, необходимо, чтобы все величины В/ (где 


/= 1 , 2 , 


п(п — 1 ) (га — 2) 


были ^90°; однако одно это ус- 


ловие еще не гарантирует выполнимости условий задач 31 и 32, 
в которых определенные ограничения накладываются сразу на 
все углы а^, соответственно А/, что в свою очередь может под- 
сказать новые постановки «прямых» задач, в которых число п за- 
дано, а оцениваются углы а^ или А.;. 

П. Эрдёш указал решения (простых) планиметрических задач 
31 а) и 32 а) и высказал предположение об ответах, которые имеют 
задачи 31 б) и 32 6). Задачу 31 б) впервые, как будто, решили извест- 
ный голландский математик Николаас Кёйпер и А. Бёрдийк 
(М. Н. Киірег, А. Н. Воегбрк); однако это решение осталось не 
опубликованным, так что датировать решение этой задачи прихо- 
дится 1962 г., когда была напечатана посвященная этой тематике 
статья [43] известных специалистов по комбинаторной геометрии 
Людвига Данцера и Бранко Г рюнбаума. Задачу 32 б) впер- 
вые (очень сложно!) решил в том же 1962 г. английский математик 
Г. Крофт [44]; в 1963 г. более простые ее решения получили тот 
же Б. Грюнбаум (статья [45] которого содержит обсуждения 
ряда примыкающих сюда вопросов и постановку новых задач) и 
видный немецкий логик Карл Ш ю т т е [46]. [Заметим еще, что при- 
надлежащее Л. Данцеру и Б. Грюнбауму решение задачи 31 б) не- 
медленно переносится и на случай расположения п точек в 6-мерном 
(евклидовом) пространстве 1 ); напротив, по поводу «6-мерного ана- 
лога» задачи 32 б) при 6^4 можно лишь утверждать, что соответ- 
ствующее (наибольшее возможное!) число ѵ* точек удовлетворяет 
неравенству 2 кІІ < ѵ* < 2 к (почему?).] 

Задачи 32 и 31 требуют указать такие расположения точек в 
плоскости или в пространстве, что каждые три из этих точек обра- 
зуют остроугольный (соответственно остроугольный или прямоуголь- 
ный) треугольник. Этот подход к задачам 31 и 32 сразу подсказы- 
вает следующие их варианты. 


33. При каком числе п точек М ь М 2 , . . . , М п 

а) плоскости; 

б) * пространства 


‘) См. подстрочное примечание на стр. 32. 

2 Д О. Шклирский и др. 
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их можно расположить так, чтобы вес треугольники 
МіМіМь (где і, ], к = 1,2, ... или п) были прямоуголь- 
ными? 

34. При каком числе п точек М и М 2 М п 

а) плоскости; 

б) пространства 

расположить так, чтобы все треугольники 
МіМіМь были тупоугольными? 

Укажем, наконец, что задачи 31 — 34 можно считать достаточно 
типичными для той части комбинаторной геометрии, которая изучает 
(в том или ином отношении оптимальные) расположения конечного 
числа точек на плоскости или в пространстве: ведь ясно что 
в этих задачах основным является вопрос о наибольшем возможном 
числе п точек, при котором могут быть выполнены условия задачи 
(и об отвечающих этому «предельному» значению п расположениях 
точек). Б качестве еще одного близкого по характеру примера упо- 
мянем здесь об идущей от того же П. Эрдёша [40] задаче тре- 
бующей указать наибольшее возможное число п точек М х ,М г ,... АІ„ 
1? а л. П Л 0СК0СТИ или в п Р° ст Ранстве) таких , что все треугольники 
Ѵпсо , ь / ІвЛЯІОТСЯ равнобедренными. Эта задача была решена в 
1 9о2 1 963 гг. уже упоминавшимся выше Г. Крофтом [47]: наи- 
большее совместимое с условиями задачи число точек в случае пло- 
скости оказалось равным 6 (соответствующая конфигурация задается 
пятью вершинами правильного пятиугольника и его центром — см. 
задачу 36 книги [13] и рис. 8, а), а в случае пространства — 8 (здесь 




Рис. 8. 


«оптимальная» конфигурация точек задается теми же шестью точ- 
ками плоскости и двумя точками перпендикуляра, восставленного 
в центре пятиугольника к его плоскости, удаленными от плоскости 
на расстояние, равное радиусу г описанной вокруг пятиугольника 
окружности; рис. 8, б).. Последняя же задача довольно тесно примы- 
кает к привлекающему большое внимание (см., например, [40], [48]) 
вопросу о таких расположениях точек (на плоскости, в пространстве 
или в многомерном пространстве), для которых общее число і раз- 
личных попарных расстояний между точками является сравнитель- 
но малым : например, наибольшее число точек, которые можно рас- 
положить на плоскости так, чтобы число разных попарных расстоя- 
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ний между ними не превосходило двух, равно 5 (см. задачу 35 6) 
книги [13] и рис. 8, в). 

35*. Каково наибольшее число лучей в пространстве, 
образующих попарно тупые углы? 

36. а) Из одной точки в пространстве выходят три 
луча. Докажите, что хоть один из попарных углов 
между этими лучами не превосходит 120°; однако лучи 
можно провести так, что ни один из попарных углов 
между ними не будет меньше 120°. 

б) Из одной точки в пространстве выходят четыре 
луча. Докажите, что хоть один из попарных углов 
между этими лучами не превосходит а, где соза = 

= — у ( и значит, а » 1 09°28 г 1 6") ; однако лучи можно 

провести так, что ни один из попарных углов между 
ними не будет меньше а. 

в) Из одной точки в пространстве выходят пять лу- 
чей. Докажите, что хоть один из попарных углов между 
этими лучами не превосходит 90°; однако лучи можно 
провести так, что ни один из углов между ними не бу- 
дет острым. 

г) Докажите, что утверждение задачи в) сохраняет 
силу и для шести лучей в Пространстве. 

Пусть и, Іг І п — п лучей в пространстве. Наименьший 

из попарных углов между этими лучами обозначим через хр, и пусть 
ф(ч) — наименьший такой угол, что, каковы бы ни были наши п 
лучей, 

К?(») 

(другими словами, 

Ф = шіп г ( іі , /у), где і, у = 1,2,... или п 
и 

<Р (ч) = зир ф = зир шіп ^ (/ г , Ы, у, у = 1, 2, ..., п\ 

О.П @п / 


— [ 1 1 > І2 Іп) 

или даже <р (п) = тах шіп /. (/*, /у), поскольку здесь максимум 
величины ф = тіп /_ (/ г , /у), у, у = 1 , 2, . . . или п, рассматривае- 
мой для всевозможных систем @п = {Іі, 1 2 , 1 п } из п лучей 

в пространстве, всегда достигается; ясно, что угол <р(я) зави- 
сит от числа п). Очевидно, что 

<р(2) = 180°; 


2 * 
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далее из результата задачи 36 вытекает, что 

Ф (3) = 120°; ф(4)=а« 109°28'16"; ф (5) = <р (6) = 90°. 

Доказано также, что 

Ф (7) « 77° 5 Г 58", ф (8) « 74° 52' 10", ф (9) « 70° 31' 44", 

Ф ( 12) « 63° 26' 06" и ф (24) « 44° 42' 52" 

(см. гл. VI книги Л. Фейеш Тот [24] и статью Р. М. Робинсон 
[49]); однако точное значение ф(я) ни при каком п > 9 и п ф 12, 24, 
как будто, неизвестно, хотя достаточно правдоподобные гипотезы 
о величине угла ф (п) предложены при всех п в интервале 12 < п < 
< 24 и для п = 10, 11, 25, 26, 28, 30—33, 42, 44, 47, 48, 52, 59, 60, 
80, ПО, 119, 120 и 122. 

Укажем еще одну проблему, связанную с рассматриваемым кру- 
гом вопросов. Выше мы видели, что ф(5) = ф(6) (=90°); от амери- 
канского математика Р. М. Робинсона [50] идет задача 
перечисления всех таких п, что 

ф( Я — 1)==ф(я). . (*) 

Кроме п = 6 этим свойством почти наверное обладает число п — 12; 
Робинсон доказал, что, помимо би 12, им могут обладать лишь чис- 
ла 48, 60 и 120, и предположил, что числа 6, 12, 48, 60 и 120 со- 
ставляют полный набор значений п, удовлетворяющих условию (*) 
(это пока не доказано ни для какого п ф 6). Наконец, заметим, что 
проблематика задач 35 — 36 сохраняет силу и для /г-мерных (евклидо- 
вых) пространств, где к > 3; в частности, сравнительно несложен 
«й-мерный вариант» задачи 35. 


3. ОЦЕНКИ ПЛОЩАДЕЙ 


Центральными в этом цикле задач надо, видимо, считать за- 
дачи 58 — 60, начинающиеся с предлагавшейся некогда на олимпиаде 
московским школьникам задачи 58 и родственной ей «задачи о за- 
платах на кафтане» 59 а), в такой форме введенной в обиход мос- 
ковских школьных математических кружков Е. Б. Дынкиным [51]. 
Некоторые другие темы, начатые задачами этого цикла, находят про- 
должение в цикле задач 4. 

37. Докажите, что ни один из треугольников, вписан- 
ных в выпуклый многоугольник М, не может иметь 
большую площадь, чем наибольший (по площади) из 
всех треугольников, вершины которых совпадают с ка- 
кими-то тремя вершинами М. 

Теорема задачи 37 указывает, что для решения следующей за- 
дачи: вписать в данный многоугольник треугольник наибольшей воз- 
можной площади, достаточно рассмотреть все треугольники, верши- 
ны которых совпадают с какими-либо тремя вершинами данного 
многоугольника (таких треугольников будет конечное число), — 
и выбрать из них наибольший по площади. 
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38. В треугольник АВС вписан треугольник РС)Р 
(см. рис. 9). Докажите, что площадь хотя бы одного из 
треугольников АРР, ВРС ? и С7?(2 
не превосходит 

, 1 

а) площади треугольника 
АВС\ 

б) площади треугольника 
РОВ. 

Любопытно отметить, что также и 
периметр хотя бы одного из тре- 
угольников АРР, ВРС} и СРС} не прево- 
сходит периметра треугольника РС}Р 
(ср. е задачей 38 6)). Соответствующее 
утверждение было сформулировано до- 
вольно давно; однако доказать его долго не удавалось. Лишь в 
60-х годах нашего века в разных странах было найдено сразу не- 
сколько доказательств тогб, что АРС}Р не может иметь наимень- 
ший периметр из всех изображенных на рис. 9 треугольников. По по- 
воду использующих геометрическое дифференцирование (ср. [1], 
стр. 317 и далее) доказательств этого факта см., например, [7], 
стр. 81 — 83 или В. А. Залгаллер [52]. 

39. На продолжениях сторон углов А, В, С треуголь- 

равные противоположным 
сторонам (рис. 10). До- 
кажите, что площадь по- 
лучившегося шестиуголь- 
ника >-13 5, где 5 — пло- 
щадь треугольника АВС. 
Может ли быть улучшена 
эта оценка? 

40. Докажите, что в 
любом выпуклом шести- 
угольнике найдется диа- 
гональ, которая отсекает 
от него треугольник пло- 
щади ^-^-5, где 5 — пло- 
щадь шестиугольника, 
содержащаяся в этой за- 
даче оценка? 

41. Противоположные стороны выпуклого шести- 
угольника АВСРЕР параллельны. Докажите, что 

^АСЕ ^ ~2 ^ АВСРЕР • 


ника АВС отложены отрезки, 


г 



Рис. 10. 


Может ли быть улучшена 


В 



Рис. 9. 
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Для каких шестиугольников АВСОЕР с параллель- 
ными противоположными сторонами имеет место равен- 
ство Васе — 2 ~ авсоер ? 

42*. а) Пусть П==АВСОЕ — выпуклый пятиугольник, 
п = аЬссіе — пятиугольник, образованный серединами 






сторон пятиугольника П (рис. II, а), 5 и 5 — площади 
пятиугольников П и п. Докажите, что 

|5>5 >і-5. 

б) Пусть Ш == АВСБЕЕ — выпуклый шестиуголь- 
ник, т = ЦѴѴЕ — треугольник, образованный середи- 
нами О, V и № «главных» диагоналей АО, ВЕ и СЕ 
шестиугольника Ш (рис. 11,6), 5 и 5 — площади Ш и 
т. Докажите, что 

4 - 5 > 5 > 0 . 

Могут ли быть улучшены оценки задач а) и б)? 

43. Пусть М = АВСО — выпуклый четырехугольник 
площади 5, С} — точка пересечения его диагоналей АС 


и ЕЮ, Р и Р — такие точки сторон АВ и СО четырех- 
угольника М, что РС1\\АО и ОР || ВС (рис. 11, в); пло- 
щадь А РС}Р обозначим через 5. Докажите, что 

0<5<4г$. 


Может ли быть улучшена эта оценка? 


_ Вот еще одна задача того же рода. Пусть Ч = АВСй — выпук- 
лый четырехугольник, А і, В і, С і и Г>\ — середины его сторон ВС, СО, 
ИА и АВ, ч — четырехугольник, ограниченный прямыми АЛ,, ВВ,, 
СС і и ОО, (рис. 11, г), 5 и з — площади четырехугольников Ч и ч. 
Требуется доказать, что 


Эта задача была поставлена в 1943 г. румынским математиком 
Т. Поповичи (Т. Ророѵісіи); она была напечатана в румынском 
журнале Оахеіа Маіетаііса, однако решение ее никогда, видимо, 

не публиковалось. (Нетрудно видеть, что 5 = 4-5, если АВСй — 

5 

параллелограмм; 5=^-5 для вырожденного «четырехугольника» 
АВСй, две вершины которого совпадают.) 


44*. Пусть Т х и Т 2 — два треугольника со сторонами 

, -4— д., 

«ь Ь 1 , Си соответственно а 2 , Ь 2 , с 2 , и пусть а —1/ 2 , 

, / ь'і + ьі Г с\ + с\ 

о = у — 2 — > с — у — 2 — ‘ Докажите, что 

существует треугольник Т со сторонами а, Ь, с и что, 
если $і, 8 г и 5 — площади треугольников Т и Т 2 и Т, то ‘) 


а) 

б) 5>і-(5, + 5 2 ). 


В каких случаях неравенства задач а) и б) обра- 
щаются в равенства? 

45. Пусть 5 — площадь четырехугольника АВСй, 
а,Ь,с и сі — длины его последовательных сторон, е и [ — 

*) Другими словами, если стороны треугольника Т являются 
средними квадратичными соответствующих сторон тре- 
угольников Т і и Т г (см., например, Д. О. Шклярскин, 
Н. Н. Ченцов, И. М. Яглом, Избранные задачи и теоремы 
элементарной математики (арифметика и алгебра), М., «Наука», 
1965, стр. 71 и след.), то площадь Т не меньше среднего геометри- 
ческого и не меньше среднего арифметического площадей Г» и Т 2 . 
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длины диагоналей, а т и п — длины «средних линий», 
соединяющих середины противоположных сторон четы- 
рехугольника. Докажите, что: 

а) 5<1( е 2 + / 2 ); 

б) 5<і-(т2+ /г 2); 

в) 8^]-(а + с)(Ь + ф. 

В каких случаях неравенства задач а) — в) обра- 
щаются в равенства? 

46. Проекции многоугольника М на ось Ох, на бис- 
сектрису 1-го и 3-го координатных углов, на ось Оу и 
на биссектрису 2-го и_4-го координатных углов соответ- 
ственно равны 4, 3 У 2, 5, 4 У 2. Площадь многоуголь- 
ника равна 5. Докажите, что: 

а) $ 17,5; 

б) * если многоугольник М выпуклый, то 5 ^ 10. 

47. «Полосой» называется часть плоскости, заклю- 
ченная между двумя параллельными прямыми. Пусть 
на плоскости даны несколько полос разной ширины; ни- 
какие две из этих полос не параллельны 1 ). Как нужно 
сдвинуть полосы параллельно самим себе для того, что- 
бы площадь образованного в пересечении многоуголь- 
ника была возможно большей? 

48. Два равных прямоугольника расположены на 
плоскости так, что их контуры пересекаются в 8 точках. 
Докажите, что площадь общей части этих прямоуголь- 
ников больше половины площади каждого из них. 

49. По прямолинейному каналу, имеющему ширину 

1 и поворачивающемуся на 90° по отношению к своему 
первоначальному направлению (см. рис. 12), плывет 
плот. Докажите, что если площадь плота равна 2 У 2 
(или еще больше), то он наверняка не сможет развер- 
нуться на повороте и продолжить движение по каналу. 

Полученная в задаче 49 оценка является довольно грубой, — 
видимо, реально плот, который может проплыть по описанному в 
этой_задаче каналу, должен иметь площадь, заметно меньшую чем 

2 У 2 (»2,83). С другой стороны, нетрудно указать примеры пло- 
тов, которые смогут проплыть по описанному в условии задачи 


*) То есть не параллельны никакие две прямые, ограничиваю- 
щие разные полосы. 
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каналу; в качестве примера можно назвать квадратный плот пло- 
те 

щади 1 или полукруглый плот площади 1,57 (рис. 12,6); 

нетрудно построить и плот еще большей площади, который может 




Рис. 12. 

развернуться в нашем канале. Американский математик Дж. Хам- 
ме р с л и [53] предположил, что наибольший плот, удовлетво- 

Л 2 

.ряющий условию задачи, имеет площадь + — («2,31) * *), од- 
нако пока это предположение никем не доказано (но и не опро- 
вергнуто) . 

50. Докажите, что любое треугольное сечение тетра- 
эдра (треугольной пирамиды) по площади меньше хоть 
одной из ее граней. 

51. Солнце находится в зените. Как расположить в 
пространстве 

а) пакетик с молоком (т. е. правильный тетраэдр); 

б) детский кубик 

так, чтобы отбрасываемая этим предметом тень (рис. 13) 
имела наибольшую возможную площадь? 

52. Дан треугольник Т. 

а) Поместите внутрь Т центрально-симметричный 
многоугольник ш наибольшей возможной площади. 

Чему равна площадь т, если площадь Т равна 1? 

б) Заключите Т в выпуклый центрально-симметрич- 
ный многоугольник М наименьшей возможной площади. 


П 2 

*) Можете вы указать плот площади -ур— , который в со- 
стоянии проплыть по каналу, не застряв на развороте канала? 
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Чему равна площадь М, если площадь Т равна 1? 

53. В данном треугольнике Т выберите точку <5 так, 
чтобы отношения площадей двух частей треугольника, 



на которые разбивает Т проходящая через <2 прямая /, 
заключались в возможно более тесных пределах (это 



отношение, очевидно, зависит от выбора прямой / — см 
рис. 14, а). 

Какими будут эти пределы при самом удачном вы- 
боре точки <3? 
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Задачи 52 и 53 связаны с определением «степени цен- 
тральности» (или «центрально-симметричности») плоской фи- 
гуры. Ясно, что для центрально-симметричной фигуры Р (например, 
для круга или параллелограмма) точку <2 внутри Р можно выбрать 
так, чтобы отношение 5,:5 2 площадей частей, на которые разби- 
вает Р проходящая через С прямая /, вообще не зависело от 
выбора / (и всегда равнялось 1): для этого достаточно принять 

І за <2 центр симметрии фигуры Р (рис. 14,6). Поэтому для не 
имеющей центра симметрии фигуры Р пределы, в которых варьи- 
руется отношение 5 і: 5 2 площадей рассматриваемых частей фигу- 
ры Р (где точка <3 выбрана так, чтобы эти пределы были возмож- 
но более тесными!), могут служить оценкой того, до какой степени 
наша фигура является «не центрально-симметричной». 

Встречаются также ситуации, требующие заменить данную фи- 
гуру Р центрально-симметричной фигурой Р'\ при этом естественно 
стремиться так выбрать эту фигуру Р', чтобы она была возможно 
«ближе» к Р: например, если Р' составляет часть Р (ср. зада- 
чу 52 а)), то естественно требовать, чтобы площадь Р' была воз- 

» можно большей, а если Р', напротив, содержит Р внутри себя (ср. 
задачу 52 6)), — чтобы площадь Р' была возможно меньшей. При 
этом отношение Р ' : Р (или Р : Р') площадей фигур Р и Р' (рав- 
ное 1 для центрально-симметричных фигур и только для них!) так- 
же можно принять за оценку «степени симметричности» Р. По 
этому поводу см. специально посвященную «оценкам симметрично- 
сти» фигур первую часть книги Б. Грюнбаума [19], .а также ряд 
задач из книги [29]. 

Отметим наконец, что задачи 52 и 53 можно отнести к тому 
«минимаксному» типу, который часто встречается в этой книге. На- 
пример, постановку вопроса в задаче 53 можно описать так: пусть 
и 5 2 (где 5і ^ 5 2 ) — площади частей, на которые делит фи- 
гуру Р (в нашем случае — треугольник Т) проходящая через фи- 
ксированную точку (2 прямая /. Мы начинаем с того, что ищем та- 
кую прямую Іо, что при I — Іо отношение 5і:$а минимально, 
т. е. ищем величину 

тіп (5! : 5 2 ) (где I проходит через <2, т. е. / э 5), 

Далее мы выбираем такую точку (?о фигуры Р (такую точку 
<2о е/), для которой величина тіп($і:$ 2 ) максимальна, 

т. е. ищем величину 

шах тіп (5! : 5Д, где ( эД и <3 е .Р; 

<? I 

эту-то величину к(Р) (ср. выше, стр. 16) мы и принимаем за «сте- 
пень симметричности»' фигуры Р. Заметим еще, что в общей задаче 
об оценках степени симметричности к(Р) фигуры Р требуется ука- 
зать также те пределы, в которых может изменяться величина к(Р) 
для разных фигур Р\ так как к(Р) ^ 1 и к(Р) = 1 для центрально- 
симметричных фигур, то последний вопрос сводится к нахождению 
такой фигуры Ро (выбираемой из определенного класса К фигур, 
например из множества всех выпуклых многоугольников), что для 
Р — р 0 величина к(Р) достигает минимума, т. е. к нахождению 

тіп тах цііп (5[ : 5 г ), где / э (?, <3 е Р и Р е $ 
р ч і 
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(в классе выпуклых многоугольников минимум к(Р) реализуется 
именно для треугольника — см. задачу 36 из книги [29]; ср. также 
задачи 33 и 34 той же книги). 

54. а) В единичном квадрате К расположена неко- 
торая фигура Ф (которая может состоять и из не- 
скольких отдельных кусков) . Докажите, что если Ф не 
содержит пары точек, расстояние между которыми рав- 
но 0,001, то площадь Ф не превосходит 0,34. 

б) Можете ли вы улучшить оценку площади Ф, ука- 
занную в условии задачи а)? 

55. Дан квадрат К со стороной 1 и некоторое число 
меньших квадратов, общая площадь которых не пре- 
восходит у. Докажите, что 

а) все «меньшие» квадраты можно без пересечения 
расположить в квадрате К\ 

б) «меньшие» квадраты могут быть таковы, что их 
нельзя расположить без пересечения ни в каком квад- 
рате со стороной <1. 

Задача 55 утверждает, что квадрат со стороной 1 является 
«самой ^плотной упаковкой» для всех систем квадратов общей пло- 

щади у (или квадрат площади 2 — «самой плотной упаковкой» для 

систем квадратов общей площади 1) в классе всех квадратов', ни 
в один меньший квадрат нельзя уложить любую систему квад- 
ратов заданной площади так, чтобы они не пересекались между 
собой '). Однако «в классе всех прямоугольников» можно указать и 
меньшие по площади «ящики», куда можно «уложить» с соблюде- 
нием требуемых условий любые системы квадратов заданной общей 
площади:^ так, например, недавно американские математики 
Д. Клейтон и^М. Крилгер [54] доказали, что любую систему 
квадратов общей площади можно заключить внутрь прямо- 
угольника со сторонами 1 и* 3 (и с площадью 3 — 1,73 . . . < 2) 
так, чтобы никакие два квадрата не пересекались между собой 
(и этому условию не удовлетворяет никакой прямоугольник со 
сторонами 1 и а, где а<\Р 3). Разумеется, «упаковкой» для всех 
систем квадратов площади 1 не может служить никакой прямо- 
угольник, меньшая сторона которого <С 1; однако общий вопрос об 
отыскании прямоугольника наименьшей возможной площади, внутрь 
которого можно без наложений заключить любую систему квадра- 


) По другому эту задачу о самой плотной упаковке системы 
квадратов можно сформулировать так: для каждой конкретной 
системы квадратов к\, кг,...., к п находится величина тіп а, где 
а сторона квадрата К, в который можно уложить к\, к г , ..., к„ 
без наложений; затем ищется шах тіп а, где Ж-всевозмож- 

X 

н ы е системы квадратов кі, кг, .... удовлетворяющие тому един- 
ственному условию, что общая их площадь не превосходит 1. 
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♦гов общей площади 1, пока, кажется, не решен (может быть, 
таким прямоугольником является • «(і X 1^3 )-прямоугольник» 
Д. Клейтона и М. Крилгера?). Можно также ставить вопрос о про- 
извольной фигуре Р («ящике») наименьшей возможной площади, 
внутри которой можно разместить без наложений любую совокуп- 
ность квадратов с общей площадью ^ 1 (ср. с так называемой 
проблемой Лебега, о которой говорится на стр. 85) или 
заменять системы квадратов системами иных фигур (скажем, равно- 
сторонних треугольников или кругов 1 )) заданной общей площади, 
для которых надо указать «универсальную упаковку»; однако все 
эти задачи, видимо, весьма трудны. 

См. также несколько более раннюю, чем работа [54], статью 
известных специалистов по «комбинаторной математике» А. М е и р а 
и Л. Мозера [55] (в которой указана и другая литература), ши- 
роко трактующую соответствующий круг вопросов (в ней, в част- 
ности, была поставлена решенная через год Клейтоном и Крилге- 
ром задача нахождения такого наименьшего о, что каждую 
систему квадратов общей площади 1 можно без наложений распо- 
ложить в прямоугольнике размером IX я )- 

56. а) Отрезок длины 1 полностью покрыт некото- 
рым числом меньших отрезков. Доказать, что из этих 
отрезков можно отобрать несколько неперекрываю- 
щихся отрезков так, что сумма длин отобранных от- 
резков будет 

б) Квадрат со стороной 1 покрыт некоторым числом 
меньших квадратов, стороны которых параллельны Сто- 
ронам искомого квадрата. Доказать, что из числа этих 
меньших квадратов можно выбрать некоторое число 
непересекающихся между собой квадратов, сумма 

площадей которых ^-д-. 

Формулировки задач 56 а) и б) довольно близки одна к другой; 
однако разрыв между фигурирующими в условиях этих задач чис- 
лами -і- и -д- является очень значительным. Можно, впрочем, пред- 
положить, что такой большой разрыв вызван здесь вовсе не суще- 
ством дела, а лишь нашим неуменьем заполнить этот пробел. Дело 
в том, что результат задачи а), очевидно, является точным, т. е. не 
может быть улучшен (почему?). Однако результат задачи б) заве- 
домо точным не является. Конкретные примеры систем квадра- 
тов, покрывающих заданный единичный квадрат с соблюдением 
условий задачи, а также некоторые общие соображения заставляли 
думать, что из каждой такой системы квадратов можно выбрать 

непересекающиеся квадраты, общая площадь которых не меньше 


') Ср. со сказанным на стр. 118 о так называемой «обратной 
задаче Мальфатти». 
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(причем эта последняя оценка уже не может быть улучшена!); од- 
нако это предположение, сформулированное еще в 1928 г. извест- 
ным венгерским математиком Тибором Радо в его письме [56] к 
редактору ведущего польского математического журнала Рипба- 
тепіа МаіЬетаіісае Вацлаву Серпинскому, доказать никому не уда- 
лось. Было доказано только (причем несколькими разными путями — 
см. А. С. Соколин [57], Р. Радо [58], В. А. Залгаллер [59]), 
что гипотеза Т. Радо справедлива для систем равных квадратов 
со взаимно параллельными сторонами 1 ), однако не удавалось уста- 
новить, насколько существенным является здесь предположение о ра- 
венстве квадратов покрытия. В 1950 г. венгерский математик 
Р. Радо («почти однофамилец» 2 ) Тибора Радо) доказал [58], 
что из каждой удовлетворяющей условиям задачи 56 6) системы 
квадратов можно выбрать подсистему непересекающихся квадратов 

площади > д ^ ; в 1960 г. ленинградский геометр В. А. Залгал- 
лер [59] несколько улучшил этот результат, показав, что из такой 
системы квадратов можно даже выбрать подсистему непересекаю- 
щихся квадратов площади > -^г; однако полученные с помощью 

разного рода ухищрений результаты Р. Радо и В. А. Залгаллера 
тоже, видимо, не являются окончательными, и они гораздо ближе 
к «грубому» результату задачи 56 6), чем к гипотетической оценке 
Т. РаДо. 

Поставленную Т. Радо задачу можно сформулировать еще и 
так. Пусть Ж = {/Сі, Кг, ..., Кн ) — произвольная система квадра- 
тов^ с параллельными сторонами Кі, Кг, .... покрывающих единич- 
ный квадрат; через = К^, .... К /^ | мы будем обозначать 

подсистему из непересекающихся квадратов нашей систе- 
мы (последнее условие можно записать так: Л К( =0 при 

р 1 ч 

всех р, = 1, 2 п и рФ <?), а через «(5’) — покрываемую ква- • 

дратами К^, К ( , ..., Кі п площадь. Мы хотим определить число 

о — тіп шах з(і?) ы 

X а . 

(другими словами, мы сначала выбираем из системы Ж подсистему 
■2* возможно большей площади в (2’), а затем ищем ту из си- 
стем Ж, для которой величина шах з(2) меньше всего 3 )): 


*) Аналогично этому в работе [58] доказано, например, что 
если плоская фигура Р единичной площади покрыта некоторым чис- 
лом равных и параллельно расположенных треугольников (на- 
пример, равносторонних), то из их числа можно выбрать систему 
неперекрывающихся треугольников общей площади >'/ в ; однако 
ничего не известно о том, как заменится эта оценка, если потребо- 
вать от треугольников покрытия лишь их подобия (гомотетич- 
ности), но не равенства. 

2 ) Венгерские транскрипции фамилий этих двух математиков 
очень близки одна к другой (Т. Кабо и К. Кабо), но не идентичны. 

3 ) Впрочем, здесь правильнее было бы писать: о = іпі шах а (5?) 

Ха 4 

(ср. выше, стр. 17). 
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Т. Радо предположил, что а =1/4’); доказано же пока лишь, что 

о >1/8,6. 

57. В квадрате со стороной 1 расположено какое-то 
число точек, никакие три из которых не принадлежат 
одной прямой * 2 * * * ). Докажите, что если число л точек пре- 
восходит 101, то 

а) среди этих точек найдутся три, являющиеся вер-, 
шинами треугольника площади меньшей 0,01; 

б) более того, среди наших точек найдутся три, яв- 
ляющиеся вершинами треугольника, площадь которого 
не превосходит 0,005. 

Задача 57 тесно связана с одной не решенной до сих пор про- 
блемой, по характеру близкой многим обсуждающимся в этой книге 
задачам, — мы имеем в виду так называемую проблему Хейл- 
б р о н а (см. [40] или статью [60] видного английского математика 
К. Рота; по поводу более элементарных аспектов проблемы Хейл- 
брона см., например, [61]). Рассмотрим п точек А і, Л 2 , ..., Л„, рас- 
положенных в единичном круге (или в единичном квадрате); тогда 
наименьшую из площадей всех треугольников с вершинами в 
выбранных точках можно, очевидно, обозначить так (ср. стр. 24); 

тіп 8 А і А } А к (/,/.*= 1,2 п). 

Выберем теперь из всех систем = {Лі, Л 2 , .... Л„) точек нашей 
области Р (круга или квадрата) ту, для которой эта величина 

шіл і принимает наибольшее значение. Проблема 

і, /, к г / « 

Хейлброна требует определить 

5 (л) = тах тіп 8 Л л « , 

Р п 1,1, к А і А І А к 

где 

і, /, к— 1, 2 п\ &п = {А\, Л 2 А п } и все Л г еР 

(ср. стр. 24; здесь точнее было бы писать 8(п,Р), так как получен- 
ное число 5 зависит, разумеется, и от количества п точек и от об- 
ласти Р ); поскольку точное вычисление числа 8(п) представляет 
собой чрезвычайно трудную задачу, то чаще требуют лишь 


‘) Примечание при корректуре. В самое последнее 
время (см. [59а]) удалось построить систему покрывающих единич- 
ный квадрат параллельно расположенных квадратов, опровер- 
гающую гипотезу Радо (причем эта система Ж состоит из квад- 
ратов всего двух разных размеров), что, впрочем, делает еще более 
интересной задачу определения истинного значения числа о. [За- 
метьте еще, что при замене в условиях задачи 56 б) квадратов п р я- 
моугольниками определяемое аналогично (*) число о оказьм 
вается равным нулю (почему?).] 

2 ) В этой задаче можно и не требовать, чтобы никакие три 

точки не принадлежали одной прямой, — ведь в таком случае эти 

точки являются вершинами (вырожденного) «треугольника» нуле- 

вой площади. 
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оценить 5 (я), в частности при больших значениях я. Задача 57 
имеет именно такой характер: она требует установить, что 

5 (я, Кв) <1 0,005 при я >101 

(здесь буквы Кв означают, что в качестве области Р берется еди- 
ничный квадрат). ' 


58. В прямоугольнике площади 5 кв. ед. располо- 
жены девять многоугольников площади 1; докажите, 
что среди них найдутся два многоугольника, площадь 
общей части которых не меньше ~ . 

59 . На кафтане площади 1 имеются 5 заплат. Дока- 
жите, что 

а) если площадь каждой заплаты то найдутся 

две заплаты, площадь общей части которых не мень- 
іне т ; 

б) в условиях задачи а) найдутся три заплаты, пло- 
щадь общей части которых не меньше 

в) если площадь общей части любых двух заплат 
то найдутся три заплаты, площадь общей части 

которых не меньше -%г. 


Разумеется, «кафтан» и «заплаты» — это лишь, так сказать 
«оболочка» задачи 59, которой можно придать и следующий гораз- 
до „ б ° Лее 0 ® ычньп ” 1 Для задачника по геометрии вид (ср. с зада- 
чей 58; мы ограничиваемся здесь лишь задачей 59 а)): 

Кв г.л др ЧІ а м лл пЛ01 Ч ади 1 расположены 5 многоугольни- 
ков /И,, М 2 , М 3 , АЦ и М ъ (которые, конечно, не обязаны быть вы- 
пуклыми и могут даже состоять из нескольких отдельных кусков). 

Доказать, что если площадь каждого из многоугольников ^ , то 

найдутся два многоугольника, общая часть которых имеет площадь 


При рассмотрении этой задачи (так же, как в случае задач б) 
и в)) первоначально создается впечатление, что конкретные число- 
вые данные в условии задачи должны мало отражаться н'а ее реше- 
нии. В самом деле, естественно думать, что замена в условии рас- 
сматриваемой задачи числа у, ограничивающего снизу площадь 

каждого из многоугольников («заплат») Мі (где і — 1 , 2, 3 4 
или 5), произвольным числом а (таким, что 0 ^ а ^ 1), не приве- 
дет к существенному усложнению решения: конечно, в «общей» за- 
даче ответ должен иметь характер не числа, а некоторой функции 
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[(сс) от сс (при сс — 2 > принимающей значение !), но нет основа- 
ний предполагать, что эта функция будет сложной. На самом деле, 
однако, наши надежды здесь не оправдываются — и фигурирующая 
в решении «общей» задачи функция [(а) оказывается имеющей до- 
вольно неожиданное строение. 

Чтобы понять, чего здесь можно ожидать, обратимся к более 
простому случаю, когда число «заплат на кафтане» (многоугольни- 
ков Мі площади ^а, расположенных внутри квадрата М) равно 
всего лишь двум. Ясно, что если площади «заплат» М і и М 2 не 

превосходят , то эти «заплаты» могут вовсе не пересечься 



■ 

щ 


цр 

',/У/УУУ// 

шш. 



Рис. 15. 


(рис. 15, а), т. е. площадь их пересечения может равняться нулю. 


Однако если обе эти «заплаты» имеют площади >' 2 '. то они уже 

неизбежно пересекутся (ибо квадрат М площади 1 нельзя разбить 
на неперекрывающиеся части, площадь 

каждой из которых >--); при этом 1 

площадь пересечения М\ и М 2 , как лег- / 
ко видеть, будет не меньше 2а — 1 
(рис. 15,6). Таким образом, в этой за- 
даче мы вынуждены различать приводя- 
щие к совсем разным ситуациям слу- 
чаи и а>-, в соответствии с 

чем график функции /(а), указываю- 

щей наименьшую возможную площадь О 
пересечения «заплат» М і и М 2 , пред- 
ставляет собой ломаную линию Рис 15 

(рис. 16). 

Теперь мы можем обратиться к общей задаче (при решении 
которой уместно первоначально ограничиться, скажем, случаем 



60**. Внутри квадрата М площади 1 расположены 
п многоугольников Мі, Мі, .... М п . Докажите, что: 

а) Если площадь каждого из многоугольников Мі 
(где (=1,2,3, ... или п ) не меньше а, то найдут- 
ся такие два из наших многоугольников, площадь 
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пересечения которых не меньше / п (сс), где 

/«(“) = ' ! 7гЧ' га_ 7І при 

С п \ 2) п п 

здесь г = 1, 2, . . п (*) 

[СІ = п ^ ” ~ ^ — число сочетаний из « по 2). При 

этом оценку (*) (так же, как и результаты нижесле- 
дующих задач б) ив)) улучшить уже нельзя (т. е. мно- 
гоугольники М і, . . . , М„ могут быть таковы, что ника- 
кие два из них не имеют пересечения площади >/«(<*)). 

б) В условиях задачи а) найдутся такие к (где 
1 ^ к ^ п) из наших п многоугольников, площадь об- 
щей части которых не меньше } { ® (а), где 

ч» — 

Г= 1, 2 п (**) 


^здесь С к п — -^ — '1 .2* к к + ^ ~ число сочетаний 
из «по к^. 

в) Если известно, что площадь пересечения каждых 
к из наших многоугольников (где к — какое-то фикси- 
рованное целое число; 14^/і^н) не меньше а, то най- 
дутся такие к многоугольников (где к также фиксирова- 
но; к*Ск-*Сп), площадь общей части которых не меньше 
/<*•*> (а), где 


/?■*>(<*) 


«»&- 1 
'Г-1 


— 1 

^пУг-\ 




с ^ 

при < а < -р - ; г— 1, 2, п. (***) 

[Ясно, что задача а) представляет собой частный 
случай задачи б), а задача б) — частный случай зада- 
чи в): если в задаче б) положить к — 2, то мы придем 
к функции (а) = /„ (а) (см. задачу а); при к= 1 мы 
приходим к не доставляющей никакой информации функ- 
ции (а) == а); если в задаче в) положить к = 1, то мы 
придем к функции к) (а) = (а) (см. задачу б); при 

к = к мы имеем /<*■*>( а ) — а). Однако решать задачу 
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60 естественно в последовательности: 60 а)— 60 6) — 
60 в), не стремясь сразу же получить самый общий ре- 
зультат (***).] 

Задача 60 охватывает не только результаты задач 59а)— в), 
но и результат более простой задачи 58. В самом деле, если число 
п многоугольников («заплат») Мі равно 9, а площадь каждого из 

них составляет — площади содержащего их всех квадрата (или 


прямоугольника) М («кафтана»), то поскольку —< — = -?-<•-?- 
. г У 9 ^ 5 10 ^ 9 ’ 

формула задачи 60 а) приводит к следующей оценке площади по- 
парных пересечений многоугольников М с хоть одно из этих пере- 
сечений по площади не меньше чем 


4 /д . ± _ Л) _ Л . / * Л _ . ± = _!_ 

СИ 5 2 / 38 и / 38 5 45 


где за 1 принята площадь прямоугольника, внутри которого содер- 
жатся все многоугольники М,. 


Задачам 58 — 60 можно придать форму, близкую к той, с какой 
мы неоднократно встречались в предшествующих циклах задач. 
Будем обозначать символами М і, М 2 , ..., М п не только сами рас- 
положённые внутри квадрата М мновоувольники (т. е. геометриче- 
ские фигуры), но также и площади этих многоугольников (числа!) 4 
аналогично этому символом ^і^і^,,, ^ (где і{, і 2 , іь — какие-то 

к разных из чисел 1, 2, п) мы обозначим как пересечение мно- 
гоугольников М^, М^, ..., так и площадь этого пересече- 

ния. Условимся, кроме того, обозначать символом Я произвольное 
заполнение квадрата М многоугольниками М\, М 2 , .. М„ пло- 
щади 5? а. 

Интересующая нас функция /„(а) (см. задачу 60а)) может 
быть описана следующим образом. Мы начнем с того, что для дан- 
ного размещения Я многоугольников Л1 ( внутри М (для данной 
системы «заплат» Мі, на «кафтане» М) ищем два многоугольника 
Мі и Мі, пересечение Л1 ( ,- которых имеет наибольшую площадь, т, е. 
ищем величину 

шах Мц, где і, \ = 1, 2, . . п; 


затем, рассматривая всевозможные системы Я многоугольни- 
ков Мі площади ^ а, ищем ту из них, для которой найденная ра- 
нее величина шах М[/ имеет наименьшее значение, т. е. ищем 


1.1 

Іп (а) = шіп шах Мп, 
Я 1,1 ' 


где I, і — I, 2, . .., п и 


шіп Мі а. 


Совершенно аналогичным образом можно описать и фигурирующие 
в задачах 60 б) ив) более общие функции ^ (а) и ** (а): 

/п* (а) = шіп шах М, , , , 

Я .... і к 6*2 

г Д е <2 < А = 1, 2, п и гпіпЛ^^а, 
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соответственно 


№’ к) (<*) = тіп тах М, , ,, 

П Я і , і к 'і г 2 

где тіп М ^ ... / л >а; і,, < 2 , .... / А и /,, / 2 / л = 1, 2 и. 

При этом формулы (*) — (***) утверждают, что графики всех этих 
функций представляют собой ломаные: так, например, при п — 5 
(случай, рассматриваемый в задаче 59) формулы (*) — (***) дают 
(проверьте это!): 


(см. рис. 17) ; 


и 


Н (а) = 


/Г (а) = 


(а) = 


^ 5 , (а) = 


0 

при 


1 1 

2 “ 10 

при 

1 ^ . 2 

3 

а 10 

при 

2 . - 3 

3 3 

2 а 5 

при 

3^.4 

2а - 1 

при 

4-<а< 1 
о 

0 

при 

0<а< 

О 

1 1 

2 а 5 

при 

2 ^ ^ 3 

3 4 

2 “ 5 

при 

3 , . 4 

5- <а <У' 

За -2 

при 

-і<а< 1; 

О 

0 

при 


3 

а “Т 

при 

Т <0,г Т’ 

4а - 3 

при 

4<а<1; 

5 > 

0 

при 

0<а<4, 

О 

| 5а — 4 

при 

1 

О 
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(см. рис. 18, на котором собраны графики функций і/=/^( а) = а, 

2/=/! 2) (а)=/ 5 (а), </ = 4 3, ( а), у=ф(а) и у = ^ 5, (а); 



0 

при 

0<а<0,1, 


1 1 

2 “ 20 

при 

0,1 <а <0,3, 

^ 2 ' 3) (а) = 

1 

°— 5 

при 

0,3 < а < 0,6, 


3 1 

2 “ 2 

при 

0,6 < а < 1; 


0 

при 

0 < а < 0,3, 

/Г 4, («) = 

2 1 

3 ° 5 

при 

0,3 < а < 0,6, 


2 а - 1 

при 

0,6 < а < 1 

И 

I 0 

при 

0 < а < 0,6, 

/?’ 5) (а) = 

5 3 

1 2 “ 2 

при 

0,6 < а < 1' 

(см. рис. 19, на котором изображен и 

график функции /і?* 

выпишите сами значения функций 


(а), /< 3 ' 5) (а) и 



Заметим также (это обстоятельство представляет интерес для неко- 
торых теоретико-вероятностных рассмотрений; ср. ниже), что при 
неограниченном увеличении числа п «заплат» функ- 
ция /п(сс) неограниченно приближается к функции /„(а) = а 2 ; 
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соответственно этому функции (.а) и /^ !| ^ (а) при п -> оо сгре- 


мятся к функциям /^ ( а) = а к и ( а)—а н . 

Задачи 59 и 60 естественно формулируются также и в терминах 
теории вероятностей (вопрос об оценках вероятностей сложных со- 
бытий) ; рассматривались они в 
первую очередь именно в этой 
связи. Сходными вопросами в 
40-х годах занимался известный 
французский математик Морис 
Фреше [62], использовавший 
для их решения специфические 
теоретико-вероятностные под- 
ходы. Формулы (*) — (***) 
впервые, как будто, были вы- 
писаны в работе [63], где они 
доказывались чисто алгебраи- 
чески, путем сведения соответ- 
ствующих задач к 1 решению 
некоторых систем линейных 
уравнений. Позже формулы (*) 
и (**) совсем другим путем 
получил студент Московского 
университета С. А. Пиро- 
гов [64], использовавший для 
их вывода методы так назы- 
ваемого линейного программирования, связанные с отысканием та- 
ких точек заданных в пространстве выпуклых многогранников, кото- 
рые наиболее (или наименее) удалены от фиксированных плоскостей. 

Заметим в заключение, что в статье [64] развитые автором ме- 
тоды использованы для решения еще одной геометрической задачи, 
близкой ко многим задачам, разбираемым в настоящей книге. 




Рис. 20. 


Назовем (« симметричным ») расстоянием между двумя много- 
угольниками М и N площадь множества точек, принадлежащих 
ровно одному из этих двух многоугольников ■); так, расстоя- 

') В почти общепринятых обозначениях: симметричное расстоя- 
ние ДШ, УѴ) между М и N равно площади многоугольника Я = 
= (М II ІѴ) \ (Л1 П М) (часто сам этот многоугольник обозначают 
через Д (М, ІѴ) ) . 
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ние между изображенными на рис. 20, а треугольником и квадра- 
том равно общей площади заштрихованных частей треугольника и 
квадрата (это определение оправдывается тем, что малость опре- 
деленного таким путем «расстояния» свидетельствует о близости 
друг к другу многоугольников М и У— см. рис. 20,6). С. А. Пиро- 
гов задался вопросом о наибольшем возможном числе <р(тх) много- 
угольников М і, ЛІ 2 , . . . , которые можно разместить в единичном 
квадрате М так, чтобы (симметричное!) расстояние между каждыми 
двумя из них было ^ а. Ответ на поставленный вопрос оказы- 
вается довольно неожиданным: 

при 1 >а>~, 

1 . 

при !>а, 

где квадратные скобки обозначают целую часть числа (может 
быть, вы сумеете самостоятельно это доказать?). 


ф(а) = { 

I 

I 


' [ 2а — 1 ] 


4. НЕСКОЛЬКО СВОЙСТВ 
ВЫПУКЛЫХ МНОГОУГОЛЬНИКОВ 

Выпуклыми фигурами на плоскости называются фи- 
гуры, которые можно описать как пересечение (общую часть) неко- 
торой системы полуплоскостей, взятых в конечном или бесконечном 
числе (рис. 21, а; ясно, что, например, круг К можно представлять 



Рис. 21. 



себе как пересечение бесконечного множества содержащих К полу- 
плоскостей, ограниченных всевозможными касающимися К пря- 
мыми). Если же ограничиться фигурами, получаемыми в пересече- 
нии конечного числа полуплоскостей, то мы придем к классу в ы- 
пуклых многоугольников (рис. 22, а). Аналогично этому 
(с заменой полуплоскостей полупространствами) определяются 
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(общие) выпуклые фигуры и выпуклые многогранники в простран- 
стве. Иное определение выпуклых фигур (безразлично, на пло- 
скости или в пространстве!) заключается в том, что выпуклая 
фигура должна наряду с любыми двумя своими гонками А и В 
содержать и весь отрезок АВ, соединяющий эти точки (ср. рис. 21, а, 
и 22, а с рис. 21,6 и 22,6, на которых изображены невыпуклые 
фигуры). 

Теория выпуклых фигур представляет собой обширный и ак- 
тивно развивающийся раздел математики, которому посвящено 
множество книг и статей. Расцвет этой ветви геометрии во второй 



а) 


Рис. 22. 


половине XX века способствовал увеличению интереса к выпуклым 
многоугольникам и многогранникам, поскольку многие результаты, 
относящиеся к «общим» выпуклым фигурам, могут быть сведены к 
задачам о выпуклых многоугольниках и многогранниках. Возмож- 
ность такого сведения определяется тем, что каждую плоскую вы- 
пуклую фигуру можно заменить сколь угодно близким к ней 
выпуклым многоугольником (а выпуклое тело в пространстве — 
выпуклым многогранником ): так, например, понимаемое в любом 
принятом в геометрии смысле *) «расстояние» между выпуклой фи- 
гурой на плоскости и вписанным в нее выпуклым многоугольником 
может быть сделано меньше любого наперед заданного числа, если 
только число сторон многоугольника взять достаточно большим, 
а сами стороны — малыми * 2 ). Типичный для нашего времени инте- 
рес к «конечной» математике также вызвал рост интереса к выпук- 
лым многоугольникам и многогранникам в силу сугубо «конечной» 
природы последних: так, выпуклый многоугольник на плоскости 
может быть задан указанием конечного множества его вершин или 
конечной системы образующих этот многоугольник полуплоскостей. 
Существенную роль сыграло и неожиданно возникшее большое при- 
кладное значение учения о выпуклых многоугольниках и много- 
гранниках, связанное со значением их для линейного программи- 
рования (ср. выше, стр. 54), являющегося основой многих примене- 
ний математики к экономическим наукам. 


>) Ср., например, выше, стр. 14 — 18 или 54. 

2 ) См., например, пп. 4.3 — 4.5 статьи [28] или Дополнение I 


к книге [29]. 
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Со всеми этими обстоятельствами связано появление в послед- 
ние годы ряда книг, специально посвященных учению о выпуклых 
многогранниках, вроде, например, обширной (около 500 страниц 
большого формата!) монографии Б. Грюнбаума [65], сразу же 
вызвавшей очень большой интерес. При этом примечательно, что 
большинство излагаемых в этих книгах результатов (многие из этих 
результатов относятся к комбинаторной геометрии, обсуждению 
проблем которой в основном и посвящен настоящий сборник 1 )) было 
получено за последние 10 — 15 лет; так, например, основная теорема 
содержательной книги [66] была доказана лишь в 1970 г. 

В настоящем цикле задач мы, однако, совсем не касаемся со- 
временного. развития учения о выпуклых многогранниках, ограничи- 
ваясь более простыми задачами о выпуклых многоугольниках, в 
основном концентрирующихся вокруг так называемой «изоперимет- 
рической теоремы о выпуклых многоугольниках» (задача 75). 


61. Докажите, что 

а) всякий выпуклый многоугольник площади 1 мож- 
но заключить в параллелограмм площади 2; 

б) треугольник площади 1 нельзя заключить в па- 
раллелограмм площади <2. 

62*. Докажите, что 

а) всякий выпуклый многоугольник площади 1 мож- 
но заключить в треугольник площади 2; 

б) параллелограмм площади 1 нельзя заключить в 
треугольник площади <2. 

Заслуживает внимания своеобразный «параллелизм» между за- 
дачами 61 и 62, которые можно сформулировать так: 

Доказать, что каждый выпуклый многоугольник М площади 1 
параллелограмм _ ■ _ 

можно заключить в площади 2: однако если М 

треугольник 

треугольник 

есть площади 1, то его нельзя заключить в 

параллелограмм 

параллелограмм _ „ _ 

площади, меньшей 2. 

треугольник 

63. Пусть М — выпуклый многоугольник площади 5 
и / — произвольная прямая. Докажите, что 

а) в М можно вписать треугольник, одна сторона 

з 

которого параллельна I и площадь которого ^-^-5; 


*) См., например, книгу [22], целиком посвященную решению 
следующей довольно частной задачи: какое наибольшее число тре- 
угольных пирамид (тетраэдров) можно расположить в простран- 
стве так, чтобы любые две пирамиды соприкасались по части грани 
каждой из них (при этом автору так и не удалось решить эту за- 
дачу до конца). 
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б) многоугольник М и прямую / можно выбрать так, 
что в М нельзя вписать треугольник, одна сторона ко- 

з 

торого параллельна / и площадь которого > у5. 

64. В выпуклый многоугольник М = АіА 2 . . . А п 
вписан многоугольник М' = А\ А 2 . . . А’ п , вершинами 
которого служат середины сторон «-угольника М 



(рис. 23, а). Докажите, что если Р и 5, соответственно 
Р' и 5', — периметр и площадь многоугольников М и 
М', то: 

а) Р > Р' Р при всех л^З; 

б) 5>5' при всех 4. ѵ 

Могут ли быть улучшены оценки задач а) и б)? 

65. В одну и ту же окружность К вписан выпуклый 
многоугольник М = АіА 2 . . . А„ и выпуклый многоуголь- 
ник М' = А'\ А 2 ■ • • А'п, вершинами которого служат се- 
редины дуг, стягиваемых сторонами «-угольника М 
(рис. 23,6). Докажите, что если Р и 5, соответственно 
Р' и 5', — периметр и площадь многоугольников М и М', 
то: 

а) Р'>Р- 

б) 5' >5, 

причем равенство в обоих случаях имеет место только 
для правильного «-угольника М. 

Теорема задачи 65 подсказывает один важный результат, ка- 
сающийся выпуклых «-угольников. Ясно, что если многоугольник М 
этой задачи является неправильным, то многоугольник М' является 
«более правильным», чем многоугольник М. Последнее утверждение 
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имеет следующий смысл: если М имеет одну наибольшую сторону 
длины а и одну наименьшую сторону длины Ь < а (заметьте, что 
этим сторонам отвечают также наибольшая и наименьшая из стя- 
гиваемых сторонами М дуг окружности!), то наибольшая сторона а' 
многоугольника М' будет меньше а, а его наименьшая сторона Ь' — 
больше Ь, так что 

а' — Ь’ < а — Ь, 

1 7. е. «разброс» между длинами сторон здесь уменьшится. Если же, 
скажем, М имеет несколько сторон одной и той же наибольшей 
длины а, то, разумеется, может случиться и так, что наибольшая 
сторона М' будет иметь прежнюю длину а (так будет обстоять дело 
в том случае, когда М будет иметь две соседние стороны длины а); 
однако при этом число равных а сторон будет у многоугольникам' 
меньше, чем у М (и также число сторон, имеющих наименьшую 
длину Ь, в том случае, если М имел насколько таких сторон, 
будет у М’ меньше, чем у М). Поэтому, если мы будем многократ- 
но применять использованную в задаче 65 конструкцию, т. е. от 
многоугольника М' перейдем к многоугольнику М", вершинами ко- 
торого служат середины дуг окружности, стягиваемых сторонами 
Л1'; затем от М" с помощью того же приема перейдем к новому 
многоугольнику М"', и т. д., то мы получим последовательность 

М -> М' -> М" -> ЛГ" -> . . , 

«все более правильных» многоугольников, вписанных в - нашу окруж- 
ность (в ТОМ' смысле, что различие между длинами самой большой и 
самой малой сторон многоугольника будет все время уменьшать- 
ся *)), причем периметры и площади этих многоугольников моно- 
тонно возрастают. Эти соображения подсказывают (но не Доказы- 
вают!) вывод о том, что из всех вписанных в данную окружность 
п-угольников наибольшие периметр и площадь имеет правилъ- 
н ый п-угольник (см. ниже задачу 71). 

66. Пусть Мі и М 2 — два многоугольника, вписанные 
в одну и ту же окружность К (они могут иметь и раз- 
ные числа сторон), Р ( и Р 2 — их периметры, а 5і и 5 2 — 
их площади. Докажите, что если наибольшая сторона 
многоугольника ЛД меньше наименьшей стороны много- 
угольника М 2 , то: 

а) Л > Р 2 ; 

б) > 52- 

Задача 66 (из которой, в частности, вытекает, что если М і и 
М 2 — вписанные в окружность К правильные р-угольник и 
у-угольник и р 7> у, то многоугольник Л7 1 имеет больший периметр 
и большую площадь) является сравнительно несложной; однако 
большинство доказательств утверждений этой задачи существенно 


*) При этом, если, скажем, многоугольник М имеет р сторон 
наибольшей длины а, то, возможно, только после ( р — 1) -кратного 
повторения нашей операции замены одного многоугольника другим 
мы придем к многоугольнику, наибольшая сторона которого м е н ь- 
ш е а. 


59 


используют' свойства тригонометрических функций (читатель может 
считать это замечание подсказкой, облегчающей решение задачи 66). 
Довольно неожиданное «чисто геометрическое» доказательство соот- 
ветствующих фактов, не требующее даже знания определений три- 
гонометрических функций угла, было дано известным американским 
математиком Я. Успенским [67]; в основе этого доказательства 
лежит использование метода математической индукции 
для доказательства следующей теоремы: в любом треугольнике 
С Л в 

АВС всегда -дд- > ~/ГА~+~2~В ( поп Р°буйте-ка догадаться, как 
здесь можно применить индукцию!). 


67. а) Две точки А и В плоскости, расстояние между 
которыми равно 1, соединены выпуклой ломаной 
АР і ... Р п В (т. е. Лкой ломаной, что многоугольник 
АР\Р 2 ... Р п В выпуклый). Докажите, что если сумма 
внешних углов ломаной при точках Р и Р 2 , .... Р п рав- 
на а < 180°, то длина ломаной не превосходит 1 : соз-^ . 

б) Найдите тот из выпуклых многоугольников со 
стороной длины а и суммой внешних углов при верши- 
нах, не прилегающих к этой стороне, равной 120°, кото- 
рый имеет наибольшую площадь. 

68. Докажите, что в выпуклый многоугольник с пло- 
щадью 5 и периметром Р всегда можно заключить круг 

радиуса 


Задачу 68 можно сформулировать еще и по-другому. В тео- 
рии выпуклых многоугольников (и вообще в теории выпуклых фи- 
гур) принято понимать термин вписанный круг многоуголь- 
ника М (и соответственно его описанный круг) не так, как 
понимаются эти термины в школьном курсе математики; для того 
чтобы оттенить это различие, мы в дальнейшем понимаемые в на- 
шем новом смысле термины будем писать с большой буквы: Впи- 
санный круг и Описанный круг. А именно, в теории выпуклых фи- 
гур принято считать, что каждый (выпуклый) многоугольник М 
имеет Вписанный круг к, за который принимают просто круг наи- 
большего возможного радиуса, целиком заключающийся внутри 
многоугольника М (рис. 24, а). Аналогично этому Описанным кру- 
гом многоугольника М называется круг К наименьшего воз- 
можного радиуса, заключающий М внутри себя (рис. 24,6). При 
этом легко видеть, что Описанный круг выпуклого многоугольника 
обязательно является единственным. В самом деле, если мно- 
гоугольник М заключается внутри двух кругов Кі и Кг одного и 
того же радиуса В, то он заключается и внутри образованной пере- 
сечением Кі и Кг «линзы» Ц — а значит, и внутри описанного во- 
круг 7, круга к, диаметром которого является хорда, соединяющая 
«углы» линзы (рис. 25); но ясно, что к меньше К\ (и Кг), и зна- 
чит, круги Кі и Кг не могут быть Описанными кругами многоуголь- 
ника М. Напротив, Вписанных кругов выпуклый многоугольник М 
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может иметь много; так, например, отличный от квадрата прямо- 
угольник имеет бесконечно много Вписанных кругов (рис. 26) 1 ). 



Рис. 24. 



6 ) 


Величины радиусов Вписанного и Описанного кругов много- 
угольника чаще всего обозначают буквами г и К. В этих обозна- 
чениях условие задачи 68 можно переписать в виде следующего 
неравенства: 



которое требуется доказать; здесь 5, Р и г — площадь, периметр и 



Рис. 25. 


Рис. 26. 


радиус Вписанного круга выпуклого многоугольника. (Этому нера- 
венству можно придать еще и следующий вид: Рг — 5 ^5 0; его 
обобщение содержится в решении задачи 75, являющейся «глав- 
ной» в этоЛі цикле задач.) 


') Заметьте, что если выпуклый многоугольник М имеет впи- 
санный круг в школьном понимании этого термина (т. е. круг, ка- 
сающийся всех сторон многоугольника), то этот круг обязательно 
будет и Вписанным кругом М; однако круг, ограничиваемый окруж- 
ностью, проходящей через все вершины многоугольника М (описан- 
ный круг многоугольника в школьном понимании этого термина), 
может и не быть Описанным кругом М (почему?). 
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69*. Докажите, что из всех выпуклых четырехуголь- 
ников, имеющих данные длины сторон а, Ь, с и сі, наи- 
большую площадь имеет тот, вокруг которого можно 
описать окружность. 

Ясно, что условие выпуклости рассматриваемых четырехуголь- 
ников в формулировке задачи 69 не является существенным: ведь 
для невыпуклого четырехугольника АВСй легко указать выпуклый 
четырехугольник, имеющий те же длины сторон, что и исходный, 
и большую площадь (рис. 27, а); поэтому вписуемый в окружность 



Рис. 27. 


четырехугольник со сторонами а, Ь, с и й имеет наибольшую пло- 
щадь среди всех вообще четырехугольников (выпуклых или не- 
выпуклых) с этими длинами сторон. При этом подобное положение 
дела имеет общий характер: для каждого невыпуклого много- 
угольника М всегда можно найти выпуклый многоугольник АР 
имеющий те же длины сторон , что и М ( и тот же порядок следо- 
вания сторон), но большую площадь, причем переход от I к А}' 
осуществляется аналогично переходу от четырехугольника АВСй 
к четырехугольнику АВС'й на рис. 27, а, но в несколько этапов — 
так, в изображенной на рис. 27, б ситуации мы сначала отражаем 
часть ОЕРОН контура заданного многоугольника М относительно 
прямой 1\ = ОН, получая многоугольник М 1 = АВСОЕ'Р'О'Н, кото- 
рый можно, пожалуй, счесть «более выпуклым», чем исходный мно- 
гоугольник М; затем отражаем ломаную АНО'Р' относительно при-, 
мой к = АР', приходя к «почти выпуклому» многоугольнику 
М г = АВСОЕ'Р'0"Н'\ затем отражаем ломаную ВАН' относительно 
прямой /з = ВН', приходя к выпуклому многоугольнику 
АР г А'ВСОЕ'Р'С'Н'. Эта процедура позволяет во многих задачах 
(в том числе и в основной в этом цикле задач «изопериметрической 
теореме о многоугольниках» — см. задачу 75) ограничиться рассмот- 
рением одних лишь выпуклых многоугольников, к которым можно 
свести любые многоугольники *). 


*) Относительно доказательства того, что описанным путем 
каждый невыпуклый многоугольник можно переобразовать в вы- 
пуклый, см., например, Р. Г. Бинг и Н. Д. Казаринов [68]. 
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70**. а) Докажите, что из всех выпуклых четырех- 
угольников с данными углами ') и данным перимет- 
ром наибольшую площадь имеет четырехугольник, в 
который можно вписать окружность. 

б) Докажите, что из всех выпуклых п-угольников с 
данными углами *) и данным периметром наибольшую 
площадь имеет п-угольник, в который можно вписать 
окружность. 

Формулировки задач 69 и 70 а) очень похожи друг на друга. Это 
сходство становится еще более заметным, если вспомнить, что все 
четырехугольники имеют одну и ту же сумму углов, а именно 360°, 
так что задачам 69 и 70 а) можно придать следующую форму: 

а) Из всех четырехугольников с данными сторонами (и данной 
суммой углов , равной 360°) наибольшую площадь имеет четырех- 
угольник, который можно вписать в окружность. 

б) Из всех четырехугольников с данными углами и данной 
суммой сторон наибольшую площадь имеет четырехугольник, в ко- 
торый можно вписать окружность 

Аналогия между задачами 69 и 70 а) не является случайной — 
она имеет глубокие основания, объяснение которых, однако, завело 
бы нас слишком далеко. 

Обобщение результата задачи 69, аналогичное утверждению за- 
дачи 70 б) и возникающее при замене четырехугольника произволь- 
ным ^-угольником, тоже имеет место; однако наиболее простое до- 
казательство этого предложения опирается на (общую) изоперимет- 
рическую теорему (см. ниже задачи 76 и 77 и относящийся к ним 
текст; ср„ например, книгу [27] или § 5 книги [29]). 

71. Докажите, что среди всех п-угольников, вписан- 
ных в данную окружность 5, правильный п-угольник 
имеет 

а) наибольшую площадь; 

б) наибольший периметр. 

72*. Докажите, что среди всех п-угольников, описан- 
ных вокруг данной окружности 5, правильный п-уголь- 
ник имеет 

а) наименьшую площадь; 

б) наименьший периметр. 

Формулировки задач 71 и 72 можно еще несколько усилить 
(впрочем, это усиление является довольно неглубоким). Выше мы 
уже указывали, что в теории выпуклых многоугольников считают, 
что каждый (выпуклый) многоугольник М имеет Вписанный 
круг к и Описании ый круг К. Вписанным (соответственно 


*) В задачах 70 а) и б) считаются известными не только вели- 
чины углов многоугольников, но и порядок следования этих уг- 
лов друг за другом вдоль контура многоугольника. (Требование, 

чтобы многоугольник был выпуклым, означает, что ни один из углов 
не должен превосходить 180°.) 
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— Описанным) кругом многоугольника М здесь называют просто 
наибольший круг, заключающийся внутри М, и наимень- 
ший круг, содержащий М внутри себя (см стр. 60 — 61, в частности, 
рис. 24, а и б). 

Но ясно, что если выпуклый «-угольник М имеет круг К своим 
Описанным кругом, то существует вписанный в К в смысле школь- 
ной геометрии выпуклый «-угольник М і, периметр и площадь кото- 
рого не меньше периметра и площади М — так, если М заключает 
центр О круга К внутри себя, то мы можем сдвинуть все располо- 
женные строго внутри (не на границе!) К вершины М по радиусам 
круга К, придя тем самым к «-угольнику М и вписанному в круг К 
в привычном нам из средней школы смысле и содержащему М внутри 




себя (см. рис. 28, а, на котором часть многоугольника Мі изображена 
пунктиром). Аналогично этому, если к — Вписанный круг выпуклого 
«-угольника М, то мы можем сдвинуть параллельно все не касаю- 
щиеся к стороны М, придя тем самым к описанному в школьном 
смысле вокруг к «-угольнику Мі, содержащемуся в М и, значит, 

имеющему не большие чем М пери- 
метр и площадь (на рис. 28, б часть 
многоугольника М| изображена пунк- 
тиром). Поэтому из результатов за- 
дач 71 и 72 следует, что из всех вооб- 
ще выпуклых п-угольников с данным 
Описанным кругом К наибольший 
периметр и площадь имеет вписан- 
ный в К (в школьном смысле) пра- 
вильный п-угольник-, аналогично это- 
му, из всех выпуклых п-угольников 
с данным Вписанным кругом к наи- 
меньшие периметр и площадь имеет 
описанный вокруг к правильный 
п-угольник. А так как для правиль- 
ного « угольника М 0 = Л|Л 2 ... А„ (рис. 29) с радиусами описан- 
ного и вписанного круюв, равными соответственно Виг, имеем 
(здесь О — центр правильного «-угольника) 



Рис. 29. 


А |/1 2 2В зіп 


180 ° 

« 


= 2 г іе 


180° 

п 
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то периметр Р и площадь 5 л-угольника М 0 таковы: 

180° _ 1 180° 


Р — 2пР зіп • 


п 


с 1 п, . 360° 

о = тг пР 2 ЗІП 

2 п 


Р = 2пг І 0 
8 = пг 2 ( 0 - 


п 

180° 


Теперь из результатов задач 71 и 72 вытекает, что периметр Р и 
площадь 5 произвольного выпуклого п-угольника связаны с дли- 
нами Риг радиусов его Вписанного и Описанного кругов соот- 
ношениями 


2пР зіп 


180° 

п 


>Р>2пг (0 


180° 

п 


±прг зіп — 
2 п 


■ ^ 5 5 * пг 2 (0 




причем равенства во всех этих соотношениях имеют ' место лишь 
в случае правильного л-угольника. 

Укажем еще, что поскольку из всех вписанных в круг л-уголь- 
ников наибольшую площадь имеет правильный, а среди 
описанных вокруг него л-угольников правиль- 
ный имеет наименьшую площадь, то пред- 
ставляет интерес известная «комбинирован- 
ная» задача, в которой требуется определить 
минимум суммы площади вписанного в дан- 
ный (скажем, единичный) круг К много- 
угольника М и площади описанного вокруг 
К многоугольника гѴ, стороны которого ка- 
саются К в вершинах М (рис. 30; здесь число 
сторон многоугольника может быть лю- 
бым) ; этот минимум, как оказывается (см. 

Дж. Ацель и Л. Фукс [69]), достигается 
для квадрата (и в случае единичного круга ра- 
вен 6 ). 

73. Пусть Я и г — соответственно радиусы Описанно- 
го и Вписанного кругов выпуклого п-угольника (см. 
выше рис. 24, а и б) . Докажите, что 




180° 

л 


В каком случае отношение — точно равно зес ? 

В случае л =3 из теоремы задачи 73 следует, что радиусы Р 
и г описанного круга и вписанного круга произвольного треугольника 


3 Д. О. Шклярский и др. 
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связаны неравенством 

г> 180 ° 

— ^ зес — - — = зес 60° = 2, т. е. /? ^ 2 г; 

Г о 

таким образом, она обращается в этом случае в известное соотно- 
шение между радиусами двух основных связанных с треугольником 
кругов (см., например, задачу 94 а) из книги [4] и многие другие 
задачи из последнего раздела этой книги). 

74. а) Докажите, что из всех треугольников данного 
периметра наибольшую площадь имеет правильный 
треугольник (изопериметрическая теорема о 
треугольниках); 

б) докажите, что из всех четырехугольников дан- 
ного периметра наибольшую площадь имеет квадрат 
(изопериметрическая теорема о четырех- 
угольниках). 

75*. Докажите, что из всех выпуклых и-угольников 
данного периметра наибольшую площадь имеет пра- 
вильный «-угольник (изопериметрическая тео- 
рема о выпуклых многоугольниках). 

Задачи 74 и 75 связаны со старинной и важной задачей о так 
называемых «изопериметрических фигурах», т. е. фигурах постоян- 
ного периметра (именно этот смысл имеет заимствованный из гре- 
ческого языка термин «изопериметрические» фигуры), выбираемых 
из определенного класса фигур; задана об изопериметрах требует 
выяснить, какая из рассматриваемых (изопериметрических) фигур 
имеет наибольшую площадь, а изопериметрическая теорема 
указывает решение «задачи об изопериметрах» (см. по этому по- 
воду, например, доступную школьникам книгу [27] или более серьез- 
ную книгу [30]). Так, например, задача 74 а) утверждает, что в 
классе всех треугольников решением «изопериметрической задачи» 
служит правильный треугольник, т. е. именно для него при задан- 
ной величине периметра треугольника достигается максимум пло- 
щади; аналогично этому задача 74 б) утверждает, что в классе 
четырехугольников «изопериметрическим свойством» обладает квад- 
рат. Более того, из обобщающей результаты задач 74 а) и б) ос- 
новной теоремы задачи 75 вытекает,- что в классе всех выпуклых 
п-угольников (а значит, и всех /г-угольников вообще; см. выше, 
стр. 62 и рис. 27) решением изопериметрической задачи служит 
правильный п-угольник. 

Разумеется, поскольку площадь фигуры единичного пери- 
метра, подобной данной фигуре периметра Р и площади 5, рав- 
5 

на -р 5 ", то в изопериметрическон задаче можно ставить вопрос 
не о наибольшей возможной площади для фигур данного пери- 
метра, а о максимуме отношения площади к квадрату пери- 
метра ; при этом здесь уже можно свободно переходить от фигуры 
к любой подобной ей, т. е. вовсе не обязательно требовать по- 


66 


стоянства периметра фигуры. Таким образом, «изопериметрическая 
теорема о выпуклых я-угольниках» утверждает, что среди всех вы- 

8 


пуклых п-угольников максимум отношения 


Р 2 


достигается для 


ииЛ в м ЛЬНОг ° п 'У гольника • А так как для правильного я-уголь- 
ника Ліо, очевидно, имеем 3 

5 1 . 180° 

= Ія" С ё ~~п~ 

(см. на стр. 65 формулы, связывающие периметр Р и площадь 5 
правильного л-угольника с радиусом Р описанного вокруг него 
круга), то «изопериметрическую теорему» можно также записать 
виде следующего неравенства, выполняющегося для всех я-уголь- 

НИКОВ! * 


1 * 

Р 2 ^ 4я С е 


180° 


Мо1 Ь и ? аВеНСТВ ° достигается только для правильного л-угольника. 
. \ожно также сформулировать «изопериметрическую теорему» и 

1 „ В "*І У „ ТВ ® рж ? ения 0 том ' что с Р еди всех (выпуклых) п-угольников 
данной площади наименьший периметр имеет правильный 
у со льник. 

76. Докажите, что круг имеет большую площадь, 
чем любой выпуклый многоугольник одного с ним пери- 
метра. ѵ 

,.™„ Ре3уЛЬТа Т задачи 76 Делает в высшей степени правдоподобной 
следующую (знаменитую!) «изопериметрическую теорему о выпук- 
пло и3 вСвХ плоских выпуклых фигур данного перимет- 

пемк. Т пл °тдь имеет круг- в самом деле, в силу тео- 

ремы задачи 76 площадь круга больше чем площадь любого вы- 
™^ Л °ж° мн0г °У г0ЛЬНІ,ка одного с ним периметра, а каждую выпук- 
лую фигуру Р можно заменить близким к ней (например, вписан- 
ным в /■) выпуклым многоугольником. Однако доказательством 
«изопериметрической теоремы для выпуклых фигур» приведенное 
рассуждение служить, разумеется, не может (хотя бы потому что 
в этом рассуждении мы никак не уточняли смысла выражения’ «за- 
менить фигуру другой, близкой к ней», что лишает нас всякой воз- 
можности обсудить вопрос о том, насколько близки по величине 
площади и периметры «близких» фигур); поэтому читателю заинте- 
ресовавшемуся этой общей теоремой, придется обратиться’ к иной 
литературе (см„ например, книги [27], [29], [30] или статью [1]). 

77*. Докажите, что для всякого выпуклого много- 
угольника А1 с площадью 5, периметром Р, радиусом 
Вписанного круга г и радиусом Описанного круга Р 

') А следовательно, и из всех вообще плоских фигур данного 
периметра, ибо невыпуклую плоскую фигуру можно заключить в 
выпуклую фигуру меньшего периметра и большей площади (по- 

ЧСМу г I . ' 


з 
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(см. выше рис. 24, а и б) имеют место неравенства: 

а) Р 2 — 4л5 > (Р — 2лг) 2 ; 

б) Р 2 — 4л5 > (2лР — Р) 2 . 

Возможность «приблизить» каждую выпуклую фигуру Р вы- 
пуклым многоугольником М подсказывает справедливость нера- 
венств задач 77 а) и б) (в которых придется только, быть может, 
заменить строгие неравенства на нестрогие) для всех выпуклых 
фигур: 

Р 2 — 4я5>(Р — 2яг ) 2 и Р 2 — 4я5 >(2яР ~ Р) 2 , 

где Р, 5, г и Р — периметр, площадь, радиус Вписанного круга к 
и радиус Описанного круга К выпуклой фигуры Р (Вписанный и 
Описанный круги здесь по-прежнему определяются как наибольший 



Рис. 31. 


круг , заключающийся в Р, соответственно наименьший круг , содер- 
жащий Р внутри себя; см. рис. 31, а и б). Если эти утверждения 
справедливы, то отсюда тем более следует, что для любой выпук- 
лой фигуры Р ■ 

Р 2 — 4я5 >0, или -^<- 7 - 

Р 2 4я , 

(«изопериметрическое неравенство для плоских выпуклых *) фи- 
гур»), причем равенство здесь имеет место только для фигур, пе- 
риметр Р которых равен 2лг, соответственно равен 2яР, т. е. 
только Для круга , для которого фигуры Р, к и К (а значит, и пери- 
метры этих фигур) совпадают. 

5. ЗАДАЧИ НА МАКСИМУМ И МИНИМУМ, 
СВЯЗАННЫЕ С ПОНЯТИЕМ ДИАМЕТРА ФИГУРЫ 

Диаметром сі конечной совокупности {Аі, А г , ..., А„} то- 
чек называется наибольшее из попарных расстояний между 
рассматриваемыми точками 

гі = та хАіАк /,/=1,2 п 

і. і 


*) См., впрочем, подстрочное примечание на предыдущей стра- 
нице. 
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(рис. 32, а; разумеется, возможно, что несколько соединяющих 
наши точки отрезков равны сі — -см. ниже задачу 87); диаметром 
(плоской или пространственной) фигуры Р называется наиболь- 
шее- из расстояний между точками фигуры '): 

л й = шах АВ , где А, В е Р 

(рис. 32,6; подобно этому и диаметр круга — это наибольшее из 
расстояний между точками круга). В этом цикле задач собран ряд 
предложений, так или иначе связан- 
ных с понятием диаметра фигуры 
(рассматриваемая фигура может со- 
стоять и из конечного числа точек). 

Центральными здесь являются за- о 
дачи, примыкающие к двум знаме- 
нитым проблемам, стоящим перед ма- 
тематиками весьма давно и до сих 0 
пор еще полностью не решенным: 
проблеме Борсука — см. зада- 
чи 101 — 104 и относящийся к ним 
текст, и проблеме Лебега — см. 
задачи 93 — 100 и относящийся к ним 
текст. (С представленной задачами 
этого цикла проблематикой связано 

очень много еще никем не решенных задач, „ „ 

дельным задачам мы часто будем указывать на вопросы, остаю- 
щиеся пока без ответа.) 

С содержанием собранных ниже задач тесно связаны книги 
В. Г. Болтянского и И. Ц. Гохберга [15], [17], а также вто- 
рой раздел книги Г. Грюнбаума [19], посвященные в первую 
очередь проблеме Борсука. Дальнейшее развитие идей, заложенных 
в тех или иных из собранных здесь задач, можно также найти 
в книгах Г. Хадвигера и Г. Дебруннера [16], Л Д а н- 
Ц е р а, Б. Грюнбаума и В. Кли [18], И. М. Яглома [20], 
Л. Фейеш Гота [24], И. М. Яглома и В. Г. Болтянского 
[29], В. Бляшке [30], а также в статьях В. Г. Болтин с к ого 
и И. М. Я г л о м а [1] и [28]. 




б) 


Рис. 32. 


в комментариях к от- 


78. Докажите, что: 

а) диаметр многоугольника равен наибольшей из 
диагоналей или наибольшей из сторон многоугольника; 

б) диаметр выпуклого многогранника равен его наи- 
большей диагонали или наибольшему ребру. 

79. Площадь 

а) параллелограмма; 

б) четырехугольника 


*) В случае (содержащей бесконечное множество точек!) 
фигуры Р правильнее было бы, конечно, писать: сі = зир АВ (ср. 
выше, стр. 17); относительно (обычно выполняющихся в реальных 
геометрических задачах) условий, при которых наибольшее из рас- 
стояний между точками фигуры реализуется, и следовательно, 
запись й = шах ЛВ является законной, см., например, [1]. • 
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равна 1; какие значения может принимать его диа- 
метр? 

80. Пусть Р — периметр выпуклого многогранника 
М, т. е. сумма длин всех его ребер, а О — диаметр М. 
Докажите, что Р > ЗД. 

81. По каналу ширины 1, который в определенном 
месте поворачивает на 90° по отношению к своему пер- 
воначальному направлению (рис. 33), плывет ветка 

диаметра й (она может иметь лю- 

— бую форму; толщиной ветки мы 

пренебрегаем). При каком наиболь- 
шем <1 ветка можрт иметь такую 
форму, чтобы проплыть поворот, не 
застряв в нем? 

В этой задаче естественно характери- 
зовать «размер» ветки ее диаметром й = 
= А В, так как ясно, что можно указать 
иетку сколь угодно большой д л и н ы, та- 
кую, что она сможет свободно миновать по- 
ворот канала: для этого только необходимо. 
Рис. 33. чтобы ветка была достаточно извилистой. 

82. На плоскости даны п точек (где п — 2, 3, 4 или 
5), расстояние между каждыми двумя из которых не 
меньше 1. Докажите, что диаметр й этой системы точек 

а) ^1 при п — 2 или 3; 

б) (~ 1,41) при п = 4; 

в) 1 («* 1,61) при п = 5, 

причем все эти оценки являются наилучшими из воз- 
можных. 

Обозначим наименьшее возможное значение диаметра систе- 
мы п точек плоскости, каждые две из которых удалены друг от 
друга на расстояние ^1, через Л(п), или <І 2 (п)\ 

й (п) = тіп шах АіА/, где і, / = 1 , 2 п; 

1 -і 

9> п = {А и А 2 , .... А п ) и тіп А{А/ ^ 1; (.) 

і.І 

задача 82 требует определить величину <іт.(п) при п — 2, 3, 4 и 5. 
Известно также, что 

СІ 2 (6) = 2 соз 72° ( * 1 ,90) и й 2 (7) = 2, 
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причем оптимальные с интересующей нас точки зрения конфигура- 
ции 6 или 7 точек изображены па рис. 34 (см. П. Бейтман и 
П Эрдёш [70]); однако никакие другие значения величины й г (п) 
пока, видимо, неизвестны. Аналогично это- 
му, если величина сіз(п) определяется тем 
же условием (*), где !? п = {Л ь Л 2 , ... 

• А п ) — система произвольных п точек 
(трехмерного) пространства, то почти 
очевидно, что о( 3 (п)= 1 при п = 2, 3 и 4 
(почему?). С другой стороны, из резуль- 
тата задачи 31 б) цикла задач 2 почти не- 
медленно следует, что <1$ (6) > ) А 2 : это 
вытекает из того, что если стороны АВ и 
ВС треугольника АВС обе ^1, а АС< V 2 , 
то ^ С АВС обязательно острый (послед- 
нее сразу следует из теоремы, обратной 
теореме Пифагора; помогает вам это за- 
мечание установить связь между нера- 
венством сі 3 ( 6)>}^2 и задачей 316)?). 

С другой стороны, рис. 35, а, б (на одном 
из которых изображен так называемый 
правильный октаэдр, а на втором — пра- 
вильная треугольная призма с квадратными 
боковыми гранями) показывает, что 
йз (6) < УТ ; таким образом, 



гі 3 (6) = /2 («1,41), 



Рис. 34. 


причем «оптимальная» конфигурация из 6 точек является н е 




единственной (рис. 35). Наконец, К. Шютте [46] установил, 
что 

5) = -ЦД («1.31); 
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никакие другие значения величин дз(п) нам неизвестны. Более того, 
если обозначить через дц(п) ту же величину (*), где Л и Л 2 , ... 
..., А п — произвольные п точек 4-мерного евклидова про- 
странства 1 ), то, помимо указанных выше значений йг(п) и 
дз (я) и тривиальной формулы 

Л 1 (п) = п — 1 при всех ге!>2 


(можете вы ее объяснить?), точно известны лишь значения г/* (я) 
при к ^ п + 2: 

Лк (п) = 1 при 2 п ^ к + 1 


(это почти очевидно) и 


а к (к + 2) = 


Ѵ'+т 

V 


1 + 


2(6 + 2 ) 


к(к + 2)- 1 


при 

при 


к четном, 
к нечетном 


(см. К. Ш ю т т е [46]) . ѵ 

Представляют интерес и приближенные оценки величины Л(п) 
при больших значениях п. Из нижеследующей задачи 83 как будто 

вытекает, что й 2 (я) при боль- 


'• 9 " 


. 6 .. 


шом п растет примерно как 
У п. Эту оценку можно еще 
несколько уточнить; рассмотре- 
ние «шестиугольной конфигу- 
рации» точек на плоскости (см. 
рис. 36) позволяет заключить, 
что при большом п 


Л 2 (п ) - 


Л. 


Ѵ%уз 


У п 


ѴИ (~ 1,05 УН) 


в том смысле, что отношение 

ѴІуТ .г-1 


Рис. 36. 


а 2 (п): 


У п 




1 


при п-*- оо. Аналогичные соображения позволяют заключить, что 
при любом к 


Ли ( П )' 


к _ 


где с* — некоторое постоянное число (зависящее, разумеется, от к); 
однако точное значение этого числа не известно ни при каком 
к > 2 (в частности, не известно даже число Сз). 


') См. подстрочное примечание на стр. 32. 
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83. Диаметр й системы {А и А 2 , .. ., А п } 
кости равен 1, а наименьшее из попарных 
между точками равно ц. Докажите, что 


а) ц < 


2(Ѵп + 1) . 
п— 1 


течек плос- 
расстояний 


б) более того, р, < — ~.^ п ^ . 

3 (п — I) 

Задача 83 в определенном смысле «обратна» задаче 82 — ра- 
нее мы задавали гл і п ^4 ,у 4 ^ = 1 (или ^1) и оценивали тахАіАі — 
_ , . . I • I і, I 

— а (где і, / = 1, 2, п ); теперь же мы, напротив, предпола- 
гаем известным тахАіА) = й ( = 1), а ищем тт/М; = р. По- 
этому ясно, что результаты задачи 82 можно переистолковать как 
(точные!) оценки рассматриваемого в задаче 83 числа р = р(л) 
при небольших л; напротив, из результата задачи 83 вытекает, что 

а) а г (п )> ~ п ~ 1 і 

б) а.Лп)>^-(Уп- і) 

(по поводу улучшения и последней оценки см. примечание в конце 
решения задачи 83). 

Задачи 82 и 83 можно сформулировать еще и как задачи оцен- 
ки отношения 


шах АіА і 


при этом становится ясной их близость к задаче 3 цикла 1. 

84. Все звенья замкнутой п-звенной ломаной (быть 
может, самопересекающейся, но «невырожденной» — 
такой, что все вершины ломаной различны и все звенья 
принадлежат разным прямым) равны 1. 

а) Чему равно наименьшее возможное значение диа- 
метра ломаной, если п = 2, 3, 4, 5, 6? 

б) При каких п диаметр ломаной может равняться 
1? При каких п он не может равняться 1, но может 
быть сколь угодно близок к 1? 

85. Все стороны выпуклого п-угольника диаметра сі 
равны 1. Докажите, что 

а) если п = 3, то сІ= \; 

б) если п = 4, то 2 > Ч («1,41); 

в) если п = 5, то 2 > б? > ■ ' + ^ 5 («1,61); 

г) * если « = 6, то 3 > ^2,+ \АЗ («1,93), 

причем ни одна из этих оценок не может быть улучшена. 
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Если д есть диаметр выпуклого п-угольника со сторонами дли- 
ны 1, то, как нетрудно показать, 


а< 


— при п четном, 


при п нечетном; 


таким образом, отыскание наибольшего возможного значе- 


ния *) Д (п) диаметра сі не представляет труда ( Л = Д (п) — — или 


— - — для «вырожденных» «-угольников, ряд вершин которых — 

или даже все вершины — принадлежат одной прямой). Совсем иной 
характер имеет задача отыскания наименьшего возможного 
значения 1 ) б (п) диаметра д. В задачах 85 а) и в) утверждается, 


что при п, — 3 и 5 


(п-1) 90° 


6 («) 


51П ■ 


180° 


(*) 


т. е. б (п) равно диаметру правильного п-угольника со сторо- 
ной Г: в самом деле, очевидно, 


81П 


(3- 1 ) • 90° 


$ш • 


180° 


зіп 60‘ 


8ІП 60' 


-= 1 =б (3)' 


(5- 1)90° 


. 8ІП - 


180° 


5ІП 72 ° о ... осо 1 + Ѵь х 

ІІЖ = 2соз36 = — =6(5). 


Также и при п — 4 величина б(«) равна диаметру У~2 правиль- 
ного 4-угольника (квадрата) со стороной 1. С другой стороны, при 
п — 6 величина б («) оказывается меньше диаметра 2 правиль- 
ного 6-угольника со стороной 1 : в задаче 85 г) утверждается, что 

5 < в >- ттету - 2 “ 75 ’-^ 2 + 1 ^ 


‘) Если ограничиться множеством Л п «истинных» (или «невы- 
рожденных») выпуклых «-угольников, то надо считать, что 
Д(п) = 8ііра при «>3, но не Д(«) = тахй, поскольку наиболь- 

м п 

шее значение величины <1 здесь не достигается; в противопо- 
ложность этому во всех случаях 6 («) = шіп Л. 

м п 
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т. е. что 6(6) равно радиусу окружности , описанной вокруг пра- 
вильного \2- угольника со стороной 1 — - половине диаметра этого 
12-угольника. 

Задаче определения наименьшего возможного значения 6 (п) 
диаметра выпуклого равностороннего «-угольника со стороной 1 
посвящена статья [71] венгерского геометра С. Винце, которому 
этот вопрос был поставлен П. Эрдёшем; еще раньше той же зада- 
чей занимался немецкий математик К. Рейнгардт [72]. С. Винце 
установил, что для всех нечетных п значение 6 (п) задается 
формулой (») (однако лишь при п простом правильный «-уголь- 
ник со стороной 1 является единственным выпуклым «-угольником 
диаметра 6 («), все стороны которого равны 1). При четном «, 
не являющемся целой степенью числа 2, величина 6(«) опреде- 
ляется по формуле 

, 6( ' 0= 7 ' 90° * • (**) 

2 51П 

п 

т. е. б(«) равно половине диаметра правильного 2«-угольника со 
стороной 1; доказательство формулы (**) при « = 6 и составляет 
основное содержание задачи 85 г). Для л = 2\ где к 5 = 3 (и к — 
целое число) величину 6 («) пока никому не удалось определить; 
показано только [71], что в этом случае 


2 5ІП 


90° 






5ІП 


(«- 1)90° 
л 


$іп 


180° 

« 


(***) 


(т. е. что величина б (я) заключается между диаметром правиль- 
ного «-угольника со стороной 1 и половиной диаметра правильного 
2«-угольника со стороной 1), причем при к ^ 3, видимо, оба нера- 
венства в соотношении (***) — строгие 

86. Диаметр 

а) треугольника, 

б) четырехугольника, 

в) * выпуклого четырехугольника 
равен 1. Какими могут бытъ 

1) площадь, 

2) периметр 
этого многоугольника? 

Если диаметр (выпуклого или невыпуклого!) «-угольника ра- 
вен 1, то, как легко показать (ср. с решением задачи 86), 

2 <Р<п, 

где Р — периметр «-угольника, причем это двойное неравенство 
нельзя улучшить (т. е. периметр п-угольника диаметра 1 может 
быть сколь угодно близок к 2 и сколь угодно близок к п; равен- 
ства Р == 2 и Р = и выполняются для «вырожденных многоуголь- 
ников», у которых несколько последовательных вершин — или даже 
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все вершины! — принадлежат одной прямой, или несколько вершин 
совпадают). Также и периметр выпуклого я-угольника диа- 
метра 1 всегда больше 2, но может быть сколь угодно близок к 2; 
однако задача определения наибольшего возможного значения П(я) 
периметра выпуклого я-угольника диаметра 1, видимо, непроста. Не- 
трудно также понять, что площадь 5 (я) (выпуклого или невыпук- 
лого) я-угольника М диаметра 1 всегда положительна, но может 
быть сколь угодно малой (равенство 5 = 0 достигается для «вырож- 
денного» я-угольника, все вершины которого принадлежат одной 
прямой); однако определение наибольшего возможного значения 
2 (я) площади многоугольника М диаметра I 1 ) может оказаться и 
трудной задачей. 

Периметр Р и площадь 5 произвольной плоской выпуклой фи- 
гуры Р диаметра 1 (см. стр. 55 — 56) удовлетворяют неравенствам 

2 <Р^л и 0<5^-^-, 

4 

ТС 

причем наибольшую площадь — из всех фигур диаметра 1 имеет 

лишь круг, в то время как наибольший периметр я имеют беско- 
нечно много разных выпуклых фигур диаметра 1 (см., напри- 
мер, [29], § 6). Если же фигура Р не 
обязательно является выпук- 
лой, то по-прежнему 

0<5<-^-, 

4 

однако периметр Р > 2 фигуры Р 
может уже быть сколь угодно боль- 
шим (на рис. 37 изображена фигура Р, периметр которой по сравне- 
нию с ее диаметром очень велик) . 

Пусть А й В — такие две точки фигуры (или множества то- 
чек) Р, что расстояние АВ — д является наибольшим из рас- 
стояний между точками Р (см. рис. 32, а, б на стр. 69); тогда диамет- 
ром Р называется не только число й, но также и отрезок АВ 
(иногда АВ называют «диаметром-отрезком» фигуры Р). От П. Эр- 
дёша [73] идет задача определения наибольшего возможного числа 
диаметров (понимаемых здесь, как о том свидетельствует само ис- 
пользование множественного числа, в смысле «диаметров-отрезков») 
конечного множества точек. 

87. а) На плоскости даны п точек, расстояние между 
каждыми двумя из которых не больше 1. Докажите, что 
из этих точек нельзя выбрать более п пар точек таких, 
что расстояние между выбранными точками равно 1. 

Может ли число пар точек, удаленных одна от дру- 
гой на расстояние 1, равняться п? 

б)** В пространстве даны п точек, расстояние между 
каждыми двумя из которых не больше 1. Докажите, что 

’) Нетрудно видеть, что площадь величины 2 (я) будет иметь 
обязательно выпуклый я-уголышк. 
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эта система точек содержит не более 2п — 2 пар точек, 
расстояние между которыми равно 1. 

Может ли число пар точек, удаленных одна от дру- 
гой на расстояние 1, равняться 2 п — 2? 

Задачи 87 а) и б) можно также сформулировать следующим об- 
разом: докажите, что наибольшее возможное число диаметров вы- 
пуклого п-угольника равно п, а наибольшее число диаметров выпук- 
лого многогранника с п вершинами («выпуклого «-вершинника») рав- 
но 2 п — 2. Первая из этих задач не является особенно сложной; 
впервые она была, как будто, решена знаменитым швейцарским гео- 
метром Хейнцем Хопфом и Е. Панвицем [74]; в 1965 г. она 
была предложена для решения школьникам разных стран — участ- 
никам VII Международной олимпиады и получила довольно много 
решений. Гораздо более трудной является задача 87 6). Статья 
[73] не содержала решения этого вопроса: в ней Эрдёш лишь доказы- 
вал, что наибольшее возможное число диаметров «-точечного пло- 
ского множества равно п (результат Хопфа — Панвица, составляю- 
щий содержание задачи а)) и со ссылкой на другого венгерского ма- 
тематика А. Важоньи (А. Ѵазгопуі) высказывал предположение' о 
том, что в случае соответствующей стереометрической задачи это 
число равно 2 п — 2 (результат задачи б); его независимо доказали 
в 1956—1957 гг. Б. Грюнбаум, венгр А. Хеппеш и поляк 
С. Страцевич [75]). 

Бросающееся в глаза различие в степени трудности задач 
87 а) и б) создает плохие перспективы при попытках перенесения 
результатов этих задач на общий случай 6-мерного евклидова про- 
странства *). И действительно, общая задача определения наиболь- 
шего возможного числа N к (п) диаметров п-точечного множества . 
расположенного в к-мерном (евклидовом) пространстве, не решена 
до сих пор, — и пока даже не видно никаких обнадеживающих под- 
ходов к решению этой задачи. Легко, конечно, видеть, что 

Ы к (п)=С\ (= — — з ■ 1 ^ ) при «<6+1, 

но даже, скажем, точное значение величины 1У 4 (6), видимо, остается 
неизвестным. Помимо формул 1Ѵ 2 (п)=п и ЛІ 3 («)=2« — 2 (резуль- 
таты задачи 87), мы знаем лишь, что Ѵі(я)= 1 при всех п (эта 
формула не представляет ни малейшего интереса, ибо оценивается 
здесь число диаметров множества точек одной прямой\ ) и имеем 
некоторые оценки для «общих» величин Ы к (п). Наиболее силь- 
ные результаты в этом направлении получил тот же П. Эрдёш 
[76], который установил, что 

ІѴ 4 («) = 1«2 + ЛГ 6 («) = 1«*+ ... 

и вообще 

•••• 

.... 

‘) См. подстрочное примечание на стр. 32. 
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( 1 - 2 ) 

(3-4) 


где точками обозначен (пока неизвестный, быть может даже отри- 
цательный) «остаточный член» г, малый по сравнению с выписан- 
ным членом в том смысле, что Ііт = 0 (разумеется, этот член 

П оо М 

г — г(к,п) в формуле для (Ѵ/Дп) зависит и от п и от к) •). 

Ясно, что если не ограничивать число п точек, образую- 
щих множество (или фигуру) Р, то и число N (п) диаметров этой 
фигуры может быть сколь угодно большим. При этом, если Р — 
«непрерывная» (или «сплошная») фигура, содержащая бесконечно 

много точек, то не исключен 
даже и тот случай, когда каж- 
дая (граничная) точка А фи- 
гуры Р имеет «диаметрально 
противоположную» точку, т. е. 
такую граничную точку В, 
что АВ — диаметр фигуры Р * 2 ). 
Так будет обстоять дело, на- 
пример, в том случае, когда 
(плоская) фигура Р — это круг 
(рис. 38, а), но далеко не толь- 
ко в этом случае. Так, если 
фигура Р ограничена тремя ду- 
гами: с^ЛВ, <лВС и коСА од- 
ного радиуса д, построенными 
вне равностороннего ААВС со стороной <і на его сторонах (рис. 38,6). 
то также каждая граничная точка Р имеет «диаметрально 
противоположную» (см., например, § 7 книги [29]; фигуру Р 
впервые рассматривал французский механик XIX в§ка Ф. Ре л о 
|((Р. Кеиіеаих), по имени которого она называется треугольником 
Рело). 

От того же П. Эрдёша [77] идет еще одно любопытное 
обобщение задач 87. Примем, для простоты, диаметр фигуры (мно- 
жества точек) р за единицу длины; хорду АВ длины ^а, со- 
единяющую две точки Л и В фигуры Р, мы назовем а-диамет- 
ром Р. (Другими словами, хорда АВ — I в том и только в том 

случае является а- диаметром Р, если -^^а, где <і — диаметр Р.) ' 

Ясно, что понятие а-диаметра имеет смысл только при 0 1; 

при этом 1 -диаметры фигуры Р совпадают с ее (обычными) диа- 
метрами (т. е. с «диаметрами-отрезками»), а 0- диаметрами яв- 
ляются все хорды Р. 

Задача Эрдёша состоит в оценке наибольшего возможного 
уисла іѴ(а,п) а диаметров п-точечного множества. При этом, в про- 


*) П. Эрдёш [76] показал также, что в левой части формул 
(1 — 4) величину А Д(п) можно заменить (вообще говоря, большей 
чем ЛД(л)!) величиной Мь(п) — наибольшим возможным числом 
равных между собой (но не обязательно равных д) отрезков из 
числа с\ отрезков, соединяющих попарно наши п точек. 

2 ) По поводу родственных задач, связанных с рассмотрением 
'(определяемых несколько 'по-иному) пар «диаметрально противо- 
положных точек» в конечных системах точек см. Б. Грюн- 
б а у м [45]. 




В) 


Рис. 38. 




тивоположность задаче определения числа N (п) обыкновенных диа- 
метров, этот вопрос является содержательным даже для точек од- 
ной прямой. 

88. Пусть А и А 2 , .... А п — я последовательных то- 
чек одной прямой; будем считать, что АіА п = 1 и зада- 
дим некоторое число а (где 0 < а. < 1). Чему равно 

наибольшее возможное число тех из С 2 п = п *' п ~ 1 

отрезков АіА] (где і, / = 1,2, ... или я), длина которых 
^а? 

Что же касается общей оценки числа А ’(а,п) а-диаметров пло- 
ского или пространственного л-точечного множества, то здесь нам 
известно весьма мало. Конечно, если п мало, то определить число 
М(а,п) нетрудно: так, легко понять, что если N к(а,п) есть наи- 
большее число а-диаметров системы п точек, расположенных в 
к-м е р н о м евклидовом пространстве (так что соответствующие 
планиметрическая и стереометрическая задачи состоят в определе- 
нии величин Ыг(а,п) и N 3 (а, а)), то при всех а 

N 2 (а, 3) == 3, N з (а, 4) = б 

и даже вообще 

Мь (а, п) — С„ ^ | при всех а и всех ' «<6 + 1. 


Для других небольших значений п величины Иг(а,п) и іѴ 3 (а, п) 
также поддаются вычислению. 


89. На плоскости даны я точек А\,А 2 , .... А п , рас- 
стояние между каждыми двумя из которых не превос- 
ходит 1 и задано также число а (где О-^а-^1). Чему 
равно наибольшее возможное число іѴ 2 (а, я) отрезков 
АіА) (где і, ] = 1, 2, ... или л), длина которых ^ а , если 

а) я = 4; 

б) я = 5; 

в) я = 6 

(число N 2 ( 0 , 11 ), разумевши, будет разным для разных 
значений а)? 

Однако для систем из произвольного (быть может, весь- 
ма большого!) числа п точек плоскости или пространства пока из- 
вестно как будто, лишь что 


іѴ 2 (а, 3 т) ■ 


V 2 

3 т г при 1 


? 


Ѵ2 

при — 


>а>? 
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откуда также следует, что при всех л > 4 



где квадратные скобки означают целую часть числа (Э р- 
д ё ш [76]). 

Наконец, укажем еще одну также идущую от П. Эрдёша 
[73] задачу, в известном смысле обратную задаче оценки чис- 
ла А І(п) диаметров «-точечного множества. Назовем минидиамет- 
ром б системы {А і, Аг А„ } точек наименьшее из С' рас- 
стояний (чисел) АіАі'. 

б = тіп АіАі, где і, /' = 1, 2, л, 
і. і 

а также те из отрезков АіАі, которые имеют эту наименьшую дли- 
ну б (рис. 39) . Задача, о которой здесь идет речь, состоит в опре- 
делении наибольшего возможного 
числа ѵ(л) минидиаметров п-точеч- 
ного множества. 

Нетрудно понять, что в случае 
системы точек одной прямой соот- 
ветствующее число Ѵі(л) равно 

V, (л) = Я — 1 
о 

(почему?); однако уже точное опре- 
деление числа Ѵг(л), отвечающего 
соответствующей планиметриче- 
ской задаче, представляет большие 
трудности. [Заметьте, что планимет- 
рическая задача определения числа 
Л^>(л), т. е. задача 87а), решается 
сравнительно легко.] Поэтому (если 
исключить мало интересный случай 
небольших л — см. ниже задачу 90) нам здесь приходится доволь- 
ствоваться лишь теми или иными оценками числа ѵ(л) (см. за- 
дачу 91). 

90. На плоскости даны 4 точки А і, А 2 ; А 3 , Л 4 , рас- 
стояние между каждыми двумя из которых не меньше 
1. Чему равно наибольшее возможное число соединяю- 
щих попарно эти точки отрезков А { А , длины 1? 

91. На плоскости даны п точек А и А 2 А„. До- 

кажите, что если ни один из отрезков АіАі (где і, / = 
= 1, 2, ..., п) не меньше 1, то число равных 1 отрез- 
ков АіАі не превосходит 3 п. 

Несколько уточнив составляющие решение задачи 91 рассужде- 
ния, П. Эрдёш [73] показал также, что 

ѵ 2 (л) < Зл — 6; 


3 



о- " 

Рис. 39. 
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однако это усиление результата задачи 91 является довольно бед- 
ным. Использовав совсем другие (и гораздо более сложные) сооб- 
ражения, Эрдёш сумел также установить существование таких двух 
положительных чисел с і и с 2 (где с і < с 2 ), что 

Зп — С\ У п > ѵ 2 ( п ) >3п — с 2 У п 

при всех п\ этот результат является, видимо, самым сильным из 
всех известных до сих пор, связанных с оценками числа ѵ(п). (Ра- 
зумеется, можно 1 также поставить вопрос об определении наиболь- 
шего возможного числа ѵ(а,п) а-минидиаметров п-точечного мно- 
жества {Лі, Л 2 , А п } минидиаметра б, где а-м и н и д и а м е т- 
ром называется каждая хорда АіАі длины / такая, что 1/д ^ а; 
однако трудность оценки числа ѵ(п) делает мало перспективной за- 
дачу нахождения числа ѵ(а, п).) 


С понятиями диаметра (и а-диаметра) фигуры Р связана еще 
одна задача, стоящая несколько в стороне от нашей основной про- 
блематики, но привлекательная тем, что здесь мы имеем случай 
полного решения вопроса, каких — увы! — ранее почти не встречали. 
Назовем центром (соответственно о-ц е н т р о м) фигуры Р се- 
редину ее диаметра (соответственно середину ее а-диаметра)\ сово- 
купность Ц(Р) всех центров (соответственно совокупность Ц(а,Р) 
всех а-центров) фигуры Р назовем ее центральной фигурой 




Рис. 40. 


(соответственно а - ц ен тральной фигурой). Так, например, 
центральные фигуры Ц(Кр) и Ц(Кв) круга Кр и квадрата Кв со- 
стоят из единственной точки (рис. 40, а, б); центральная фигура 
ЩТр) правильного треугольника Тр состоит из трех точек, обра- 
зующих треугольник тр в два раза меньшего размера (рис. 40, в); 
центральная фигура Ц(Р) треугольника Рело Р (см. выше, стр. 78, 
в частности рис. 38, б) представляет собой контур в два раза 
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меньшего «вывернутого треугольника Рело» р' (рис. 40, г); а-цен- 
тральной фигурой Ц(а,Кр) круга Кр радиуса 1 является концентри- 


ческий с Кр круг кр радиуса 


/'-т 


(рис 40, д). 


92*. Пусть Р — произвольная (выпуклая) фигура, 
диаметр которой мы примем за единицу длины. Обозна- 
чим через г диаметр центральной фигуры Ц ( Р ) фигу- 
ры Т 7 ; через г(а ) — диаметр ее «-центральной фигуры 
Ц(а,Р). Докажите, что 


а) 


с < 


_1_ 

2 ’ 

УТ 


б) г (а) ^ 


1 — — 

2 * 


/ 


1 — 


если фигура Р плоская, 

если фигура Р пространственная; 

если фигура Р плоская, 

если фигура Р пространственная. 


а 

_А*_ 




причем все эти неравенства улучшить уже нельзя. 

Нетрудно понять, что если фигура Р «одномерная», т. е. отре- 
зок, то определяемые аналогично условию задачи 92 величины г 
и г(а) равны 0 и 1 — а (рис. 41). Укажем еще, что задача 92 лю- 
бопытна в том отношении, что 
здесь не происходит 
обычного увеличения трудно- 
сти задачи при переходе от 
планиметрического варианта 
задачи к стереометрическому 
(и многомерному): решение 
аналогичной задачи, поставлен- 
ной для (выпуклых) фигур 
произвольного числа к 
измерений, где к ^ 3, ничем практически не отличается от решения 
стереометрического варианта задачи 92, и ответ здесь остается 
тем же: если г к (а) есть наибольший возможный диаметр а-централь- 
ной фигуры Ц(а,Р) (здесь Р — какая угодно 6-мерная выпуклая 
фигура диаметра 1), то 

а?~ 

г к ( а ) =1/ 1 к - Для всех к ^ 3 


1 

рмц >- 


1-а, Т ' 

' / 


Рис. 41. 


/■-т 

|но г 2 (а) = 1 тр- и (а) = 1 — а^. 


В то же время планимет- 
рический вариант задачи 92 уже отличается от стереометрического 
и 6-мерного и — неожиданным образом — оказывается несколько 
сложнее их (см. Ю. Г. Д у т к е в и ч [78]). 
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93. Докажите, что каждую фигуру Р 
можно заключить в 

а) квадрат С} со стороной 1; 

/3 . 


диаметра 


б) круг К радиуса 

в) * правильный шестиугольник Р со стороной 


Ѵз 


3 _ 

г) правильный треугольник Т со стороной ]/3, 
причем ни одну из фигур (2, К, Р, Т нельзя уменьшить, 
сохранив ее форму, с тем, чтобы она продолжала удов- 
летворять условию задачи. 

94. а) Дан треугольник Т = А АВС (т. е. мы знаем 
все его стороны и углы). Известно, что круг к радиуса 
г можно целиком заключить в Г 
(рис. 42, а); каким может быть г? 

Известно, что Т можно целиком 
заключить в круг К радиуса Р 
(рис. 42, б ) ; каким может быть 
Р? 

б) Дан треугольник Т = ААВС. 

Известно, что круг х пересекает все 
стороны Т (не продолжения сторон, 
а именно стороны — рис. 42, в). Ка- 
кие значения может иметь радиус р 
этого круга? 

в) Мышиная норка имеет три 
выхода М\, М 2 и Л4 3 . Где должна 
сидеть кошка К, для того чтобы рас- 
стояние от занимаемой К позиции 
до самого далекого из трех выходов 
из норки было меньше всего? 

г) Выведите из решения задачи 
а) результат задачи 93 б) для того 
случая, когда фигура Р состоит из 
конечного числа точек. 




в 


Ясно, что в условии задачи 94 а) вели- 
чина г может быть сколь угодно мала 
(шіп г = 0 или, точнее, іпГ г = 0 — см. 

выше, стр. 17), а величина Г? — сколь угодно велика (последнее 
можно передать символической записью вир/? = оо); таким обра- 
зом, речь здесь идет об отыскании величин шах г и тіп/? (одна из 
них определяется проще, чем другая — какая именно?). Аналогично 
этому содержание задачи 94, б) составляет нахождение величин 
іпГ р и вир р (и здесь одну из этих двух величин найти проще 
другой). Задача 94 в) в неоднократно уже употреблявшихся в этой 
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книге обозначениях может быть сформулирована так: чему равно 
число 

Р = тіпта хКМ ( , где і = 1, 2 или 3, 

К і 

и что представляет собой множество точек К (оно может состоять 
и из единственной точки!), для которых та х /Ш і = Р. Эта задача 

і 

является довольно простой; также и усложнение ее, получаемое, 
если считать, что мышиная нора имеет четыре или большее число 
выходов М і} М 2 , . . . , не является особенно серьезным. Однако слу- 
чай произвольного числа т выходов М ь М 2 , .... М т из норки и 
нескольких кошек Кі, Кг, .... Кь (составляющих единую «ко- 
шачью коалицию»), для которых надо выбрать систему наиболее 
выгодных позиций, приводит уже к существенным осложнениям, 
которые можно еще увеличить, предположив скорости бега разных 
кошек различными и задаваясь задачей о таком «оптимальном» 
размещении точек А'і, Кг, .... Кь, чтобы наибольшее из расстояний 
КіМ) ( где і = 1, 2 к; / = 1, 2, ..., т; расстояние К>М) изме- 

ряется в зависящих от номера і единицах длины, задаваемых ско- 
ростью бега і-й кошки) было меньше всего. 

95. а) На плоскости дано конечное число равных 
кругов, каждые три из которых имеют общую точку. 
Докажите, что все круги имеют общую точку. 

б) Выведите из результата задачи а) еще одно до- 
казательство утверждения задачи 93 б) для фигур Р, 
представляющих собой конечное множество точек. 

Задача 95 а) утверждает, что если п равных кругов брошены 
на плоскость так, что каждые три из них можно проколоть одной 
иглой, то и все круги можно проколоть одной иглой. Утверждение 
этой задачи допускает значительное обобщение: в ней не надо тре- 
бовать, чтобы все круги были равны между собой; более того, 
здесь можно даже заменить п кругов п произвольными плоскими 
выпуклыми фигурами. Последнее обобщение предложения задачи 
95 а) принадлежит немецкому математику Эдуарду X е л л и 
(Е. Неііу); по его имени оно называется теоремой Хе л л и. 
Теореме Хелли, ее вариантам, обобщениям и приложениям посвя- 
щена содержательная книга [18]; много места уделено этой теореме 
также в книгах [16] и [29]. 

Естественный вариант теоремы задачи 95 а) принадлежит вен- 
герскому математику Т. Галлаи (Т. Оаііаі), который, предполо- 
жив, что каждые два из заданных на плоскости п (не обязательно 
равных) кругов можно проколоть одной иглой, поставил вопрос 
о наименьшем числе х игл, которыми, наверное, можно проколоть 
все круги (Галлаи предположил, что это число является конеч- 
ным). Венгр Л. Стахо [79] доказал, что «число Галлаи» и ^ 5; 
имеются сведения о том, что Л. Данцер снизил это число до 4 
(причем последний результат уже является окончательным), однако 
пока это нигде не опубликовано. По поводу «задачи Галлаи» см. 
книгу [18] и 2-е издание книги [24], где имеются также иные ва- 
рианты этой задачи и указана дополнительная литература. 

В задаче 93 спрашивается о н а и м е н ь иге м квадрате, н а и- 
меньшем круге и т. д., внутрь которых можно заключить каж- 
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дую плоскую фигуру Р диаметра 1. Так как диаметр квадрата, 
круга и т. д., покрывающего фигуру Р, 'не может быть, меньше 
диаметра Р, то из этой задачи следует, что сторона а наимень- 
шего квадрата (соответственно радиус К наименьшего круга, сто- 
рона Ь наименьшего правильного шестиугольника, сторона с наи- 
меньшего правильного треугольника), в который можно заключить 
конкретную фигуру Р диаметра 1, заключается в пределах: 

і/Т 

0,707 « I, 

і Ѵз 

0,5 = 0,577, 

і Ѵз 

0,5= — < « 0,577, 

1 <с</з « 1,732, 

причем нетрудно видеть, что все эти оценки являются точными 

IV 2 ,1 

I — 2 это сторона квадрата диаметра 1 ; — радиус круга диа- 
метра 1 и т. д.). Наибольшей известностью из всех задач такого 
рода пользуется задача о наименьшем круге , которым можно по- 
крыть любую фигуру диаметра 1; эта задача была поставлена и 
решена в 1910 г. известным английским математиком Г. У. Е. Юн- 
гом [80], в силу чего результат задачи 93 б) часто называют тео- 
рем о й 40 н г а ^а круг радиуса кругом Юнга|. 

С задачей 93- связана одна известная проблема, которая не 
решена до сих пор. Условимся называть каждую фигуру Р, кото- 
рой можно покрыть любую фигуру I диаметра 1, универсальной 
покрышкой — для наглядности здесь можно представить себе сал- 
фетку Р, которой можно покрыть имеющееся на скатерти пятно I, 
причем нам известно лишь, что диаметр пятна ^1. Еще в 1914 г. 
знаменитый французский математик Анри Лебег (Н. ЕеЪез^ие) 
в беседе с венгром И. Палом поставил задачу о нахождении 
универсальной покрышки наименьшей возможной площади (или 
наименьшего возможного периметра ); эту задачу (в первую оче- 
редь в ее относящемся к площади варианте) в настоящее время 
называют проблемой Лебега. В 1920 г. И. Пал рассказал 
о своей беседе с Лебегом в статье [82], в которой он изложил все 
полученные им по этой проблеме результаты. Впоследствии проб- 
леме Лебега была посвящена довольно большая литература (см., 
например, обзор ее в книге немецкого математика Г. Мешков- 
ского [81]); однако полученные здесь пока результаты никак 
нельзя считать окончательными. 

Нетрудно видеть, что площади универсальных покрышек, фигу- 
рирующих в задаче 93, таковы: 

5(Э=1 2 =1 , = -=-« 1,047, 

З р = « 0,866, 5 Г = « 1,299; 
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таким образом, 


5 Г >5д >5^ >5р, 

т. е. самой «экономной» из этих покрышек является правильный 
шестиугольник Р, найденный упоминавшимся выше И. Палом 
[82]. То, что шестиугольник Пала Р является «лучшей» покрышкой, 
чем круг Юнга Л', сразу следует из того, что Р можно получить 
из К , отрезав от К 6 сегментов, отвечающих центральным углам 
в 60° (ср. рис. 43,а и г). Однако и шестиугольник Р не является 
самой выгодной из всех возможных покрышек (см. ниже за- 
дачу 96 б). 

96. а) Докажите, что каждую фигуру диаметра 1 
можно заключить в шестиугольник Д, получаемый из 
квадрата (2 = ЛіЛ 2 Л 3 Л 4 со стороной 1 отсечением от 
последнего двух треугольников Д| и Д 2 , образованных 
сторонами квадрата С? и касательными к вписанному 
в (2 кругу к , перпендикулярными биссектрисам „углов 
А, и А 2 квадрата (ср. рис. 43,6 и в). 

б) Докажите, что каждую фигуру диаметра 1 
можно заключить в (неправильный) восьмиугольник V, 
получаемый из правильного шестиугольника Р = 

= А ]А 2 А 3 А^А 5 А 6 со стороной — д— отсечением от по- 
следнего двух треугольников Д] и Д 2 с помощью каса- 
тельных і\ и / 3 к вписанному в Р кругу к, перпендику- 
лярных биссектрисам углов Лі и Л 3 шестиугольника 
(ср. рис. 43, г и д). 

Ясно, что. изображенный на рис. 43,5 восьмиугольник V = 
— ВСАгРЕАіАьАц (его указал И. Пал в уже называвшейся ра- 
боте [82]) является более экономной покрышкой, чем правильный 
шестиугольник Р; его площадь 

5 у = 2 - « 0,845. 

Однако и V еще не является самой экономной покрышкой. А имен- 
но, немецкий математик Р. Ш п р а г [83] доказал, что если провести 
две дуги: ~~РН и ОМ окружностей радиуса 1 с центрами в точ- 
ках С и й (рис. 43,5), касающиеся сторон ЛД 5 и А Ь А 6 восьми- 
угольника V в точках Г и О и пересекающиеся в точке И диаго- 
нали А 5 А 2 восьмиугольника V (биссектрисы его угла Л 5 ), то, отре- 
зав от V два криволинейных треугольника РА Ь Н и ОА ъ Н, мы по- 
лучим (криволинейный!) десятиугольник Й7 == ВСА 2 ОЕА 4 ЕНСА е , 
ограниченный 8 отрезками прямых и 2 дугами окружностей; этот 
десятиугольник V/ (см. рис. 43, е) все еще является универсальной 
покрышкой. При этом 

•V ~ 0,844; 

десятиугольник № как будто является самым малым по площади 
из всех известных до настоящего времени универсальных покры- 
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шек 1 ). Однако у нас нет никаких оснований ожидать, что ѴР ока- 
жется именно той универсальной покрышкой наименьшей воз- 
можной площади, отыскание которой составляет содержание проб- 
лемы Лебега; более того, до сих пор, кажется, даже неизвестно, 
является ли ѴХ минимальной покрышкой в смысле американского 
геометра Виктора К л и (V. Кіее), т. е. такой, что никакая часть ИГ', 
полученная отбрасыванием отдельных кусков этой фигуры, уже не 
является универсальной покрышкой 2 ) (Р. Шпраг предполагал, что 
дело обстоит именно так; однако минимальная в смысле Кли по- 
крышка вовсе не обязана быть наименьшей по площади из всех 
возможных — хотя бы потому, что таких покрышек может быть не- 
сколько и они могут иметь разные площади). 

Скажем еще несколько слов о стереометрическом ва- 
рианте проблемы Лебега, требующем указать пространственное 
тело Ф наименьшего возможного объема , внутрь которого можно 
заключить любое тело диаметра 1. Эта проблема является еще бо- 
лее сложной, чем соответствующая планиметрическая задача, и у 
нас сегодня имеется еще меньше надежд на скорое ее решение. 
Разумеется, результат Юнга может быть перенесен на пространство 
совсем просто. Соответствующая стереометрическая теорема была 


') Нетрудно показать, что наименьшая (по площади) выпуклая 
фигура, которой можно покрыть и равносторонний треугольник со 
стороной 1 и круг диаметра 1, «натянута» 
на равносторонний треугольник и круг, 
расположенные на плоскости так, что их 
центры совпадают; площадь этой фигу- 
ры 2. (рис. 44) 5 г яв 0,825. Таким образом, 
пределы, в которых может заключаться 
площадь (неизвестной нам!) наименьшей 
(выпуклой) «покрышки Лебега» X являют- 
ся довольно узкими 

0,825 < З г < < 5^ < 0,845, 

что, впрочем, нисколько не облегчает на- 
хождения фигуры X. 

2 ) В. Кли ввел понятие минимальной универсальной по- 
крышки в связи со следующей задачей (см. [19], стр. 64): он дока- 
зал, что в планиметрическом случае минимальная универ- 
сальная покрышка не может быть очень большой по диаметру 
(так, например, ее диаметр наверняка <3) и поставил задачу сб 
определении диаметра наибольшей (по диаметру) плоской мини- 
мальной универсальной покрышки , а также соответствующих вели- 
чин, определенных для стереометрических (а может быть, 
и многомерных) минимальных универсальных покрышек, если 
и в пространственной геометрии все минимальные универсальные 
покрышки ограничены по диаметру. Однако англичанин Г. Э г л- 
с т о н [84] показал, что в пространстве существуют мини- 
мальные универсальные покрышки сколь угодно большого диамет- 
ра, так что открытым остался лишь вопрос об оценках возможных 
диаметров плоских минимальных универсальных покрышек. 
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доказана даже раньше планиметрической — см. Г. Юнг [801'); — 
она гласит, что каждое тело диаметра 1 можно заключить внутрь 

шара К радиуса — - — и объема 


Ѵ ѵ 


л )/1Г 


0,95, 


причем эту оценку нельзя улучшить. Однако шар Юнга К навер- 
няка не является универсальной (пространственной) покрышкой 
наименьшего возможного объема. «Пространственным вариан- 
том» теоремы задачи 93 г) можно считать доказанную американ- 
ским математиком Д. Гейлом [86] теорему о возможности за- 
ключить_каждое тело диаметра 1 в правильный тетраэдр Т с реб- 
ром 1^6 (объем этого тетраэдра равен Г т = Кз« 1,73, т. е. он 
больше объема шара Юнга), а вариантом теоремы задачи 93 а) — 
теорему того же Гейла, согласно которой универсальной простран- 
ственной покрышкой является также правильный октаэдр П с ре 6- 

ѴЖ 

ром — — и объемом 

і/"-Г 

• 0 , 866 . 


Наконец, родственный теореме задачи 96 а) результат утверждает, 
что от октаэдра О можно еще отрезать три примыкающие к его 
трем вершинам пирамиды, отсекаемые от П плоскостями тц Тг и 
тз, касающимися вписанного в П шара х и параллельными диаго- 
нальным плоскостям октаэдра-, полученный неправильный 11 -гран- 
пик Г (впервые как будто указанный Б. Грюнбаумом [87]), 
все еще является универсальной покрышкой, а объем его равен 


'г— 2-/3 


: 0,768 


(доказательство этого результата и выразительные чертежи имеются 
в книге В. Г. Болтянского и И. Ц. Гохберга [17]). При 
этом и одиннадцатигранник Г также, видимо, не является даже 
минимальной покрышкой в смысле Кли (см. стр. 88), откуда уже 
следует, что он не может являться решением проблемы Лебега. 
Укажем, наконец, что для 6-мерного (евклидова) пространства 
также справедливы теоремы о «шаре Юнга» (радиус соответствую- 
щего 6-мерного шара равен ^ ^ ) и о «тетраэдре Гейла» 

(ребро играющего роль этого тетраэдра «правильного 6-мерного 
симплекса» равно ^26 (к + 1) ). 

До сих пор мы искали покрышки для всех фигур заданного 
диаметра (который принимался за единицу длины); при этом 
мы упомянули о двух вариантах проблемы Лебега, в которых 

*) Элементарное доказательство «теоремы о шаре Юнга» со- 
держится в заметке А. Кирш [85]. 
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покрышки характеризуются (в планиметрическом случае) своей пло- 
щадью и своим периметром. Однако и сами покрываемые фигуры 
(или линии) можно характеризовать разными их «размерами». 

97. а) Ясно, что каждую плоскую ломаную длины 1 
можно заключить в круг радиуса 1: для этого достаточ- 
но, чтобы центр О круга совпадал с одним из концов 
ломаной. А чему равен радиус наименьшего круга, 
в который можно заключить каждую ломаную длины I? 

б) Ясно, что каждую плоскую замкнутую ломаную 

периметра 1 можно заключить в круг радиуса 


для этого достаточно, чтобы центр О круга совпал с ка- 
кой-либо точкой ломаной. (В этом случае для любой 
точки М ломаной длина какого-то из двух кусков ОМ 

ломаной будет и тем более будет -?г расстоя- 


ние ОМ.) А чему равен радиус наименьшего круга, 
внутрь которого можно заключить каждую замкнутую 
ломаную длины 1? 

98. а)* Ясно, что если сторона правильного тре- 
угольника меньше 1, то найдутся ломаные длины I, ко- 
торые нельзя заключить в этот 
треугольник: примером здесь мо- 
жет служить просто отрезок дли- 
ны 1. А если сторона правильного 
треугольника больше 1, то можно 
ли заключить внутрь него каждую 
ломаную длины 1? 

б) Можно ли заключить в 
правильный треугольник со сто- 
роной 1 каждую выпуклую лома- 
ную длины 1? (Ломаная А В называется выпуклой, 
если вместе с отрезком АВ она является границей вы- 
пуклого многоугольника; см. рис. 45.)' 



Когда мы в задачах 97 и 98 говорили о ломаных, то это было 
вызвано лишь желанием избежать затруднений, связанных со слож- 
ностью самого понятия произвольной линии: во всех этих задачах 
можно свободно говорить не о ломаных, а о (кривых) линиях 
длины 1 — это никак не повлияет на результат. (Ведь произволь- 
ную линию можно с очень большой точностью заменить многозвен- 
ной ломаной, скажем, вписанной в эту линию!) В задачах 97 а) 
и б) мы задаемся вопросе^ о круге наименьшего возможного 
радиуса, в который можно заключить любую линию заданной дли- 
ны- (а может быть, вы сможете решить вопрос и о квадрате с наи- 
меньшей возможной стороной, обладающем сходным свой- 
ством?); однако в задаче 98 так поставить вопрос, к сожалению, 
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нельзя: до сих пор неизвестно, чему равна сторона наимень- 
шего правильного треугольника, или какова (выпуклая) фигура г 
наименьшей возможной площади, такие, что каждую ломаную 
длины 1 можно заключить в Т (этой задаче посвящена статья 
[88) видного английского математика А. С. Безиков и ча 1 ) — 
см. примечание в конце решения задачи 98 а)), или, соответственно, 
в Г (этот вариант проблемы Лебега идет от американца Лео Мо- 
зер а — ср. [89 а]). 


Вот еще один довольно неожиданный вариант теоремы Юнга. 
Условимся называть совокупность прямых плоскости ограничен- 
н о и, если каждые две прямые этой совокупности пересекаются и 
совокупность точек пересечения прямых ограничена. Диаметром 
такой совокупности прямых мы назовем диаметр множества точек 
пересечения прямых: при этом, скажем, диаметр множества, со- 
стоящего из трех попарно пересекающихся прямых, совпадает с диа- 
метром образованного ими треугольника как точечного множества 
(с диаметром множества его вершин) в то время как диаметр мно- 
жества, состоящего из четырех прямых «общего положения», уже 
вовсе не обязан равняться диаметру образованного этими прямыми 
(выпуклого) четырехугольника (почему?). 


99. а) На плоскости дано некоторое множество пря- 
мых, каждые три из которых можно Пересечь кругом 
радиуса 1. Докажите, что все прямые можно пересечь 
кругом радиуса 1. (Круг считается пересекающим пря- 
мую, если он имеет с ней хотя бы одну общую точку.) 

б) Ясно, что если множество прямых имеет диа- 
метр 1, то все эти прямые можно пересечь кругом ра- 

утг 

диуса -Цг- : в качестве такого круга можно взять, на- 


пример, «круг Юнга» (см. выше задачу 93 6)) множе- 
ства точек пересечения наших прямых. Докажите, что 
наименьшим кругом, которым можно пересечь все 
прямыё любого множества прямых диаметра 1, является 

круг радиуса — ^-(» 0,289). 


Наконец, родственной теореме Юнга является и теорема, дока- 
занная в 1914 г. видным немецким математиком Вильгельмом 
Бляшке [90] и оценивающая радиус Вписанного круга выпуклого 
многоугольника или произвольной плоской выпуклой фигуры (см. 
выше стр. 60 и 68, в частности рис. 24, а и рис. 31, а). Ясно, что 
радиус г Вписанного круга к выпуклого многоугольника М диамет- 
ра 1 меньше */* (ибо диаметр к меньше диаметра М), но может 
быть сколь угодно близок к '/г (так будет обстоять дело, если 
М — правильный многоугольник с весьма большим числом сторон); 


’) По поводу других задач, связанных с покрытием фигур тре 
угольниками, см. Г. Э г л с т о н [89]. 
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с другой стороны, величина г может бытъ и сколь угодно малой 
(если многоугольник М является очень «тонким», например если 
М — прямоугольник с очень маленькой меньшей стороной). Таким 
образом, задача об оценке величины г радиуса круга, Вписанного 
в многоугольник М диаметра I, -не является особенно содержа- 
тельной: ясно, что здесь всегда 

у>г>°, 


причем эти оценки далее не могут быть улучшены. 

Более интересной является задача оценки радиуса г Вписан- 
ного круга к в том случае, когда нам известна ширина многоуголь- 
ника М, т. е. ширина Д самой узкой полосы (образованной 
двумя параллельными прямыми), в которую можно заключить мно- 
гоугольник Л1 (рис. 46). Разумеется, диаметр 2 г круга к не может 



Ы 6) 

Рис. 46. 


быть больше ширины Д многоугольника (но может быть равен Д — 

см. рис. 46,6), так что, если Д = 1, то Труднее найти 

наименьшее возможное значение, которое может иметь ра- 
диус г Вписанного круга многоугольника М ширины 1; соответ- 
ствующий результат (см. задачу 100) и составляет содержание 
теоремы Бляшке. 

100. а) Докажите, что в каждый выпуклый много- 
угольник М ширины 1 можно заключить круг радиу- 
са 1 

б) Покажите, что существуют выпуклые многоуголь- 
ники ширины 1, внутрь которых нельзя заключить ни- 

. 1 

какой круг радиуса >-д-. 


Таким образом, обозначая, как обычно, через О, Д, /( и г диа- 
метр, ширину, радиус Описанного кругл и радиус Вписанного круга 
выпуклого многоугольника М, имеем: 


если й = 1, то 




=» 0,577; другими 


словами. 


1 

всегда 



^ 1—^ (теорема 

О 


Юнга; 


ясно, что если диаметр 
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М равен 1, то диаметр Описанного круга К наверное ^1, и зна- 
чит, 

. і I 1 1 г . 1 

если X — 1, го ^ л ^ ; другими словами, всегда 

(теорема Бляшке). 


101*. Докажите, что 

а) любую совокупность конечного числа точек на 
плоскости можно разбить на три части, каждая из ко- 
торых имеет меньший диаметр, чем исходная совокуп- 
ность; 

б) любой выпуклый ') многоугольник М на плоско- 
сти можно разбить на три многоугольника, каждый из 
которых имеет меньший диаметр, чем М. 

102**. Докажите, что: 

а) любую совокупность конечного числа точек в про- 
странстве можно разбить на четыре части, каждая из 
которых имеет меньший диаметр, чем исходная сово- 
купность; 

б) любой выпуклый 1 ) многогранник М можно раз- 
бить на четыре многогранника, каждый из которых 
имеет меньший диаметр, чем М. 

Задачу о разбиении (плоских или пространственных) фигур на 
наименьшее возможное число частей , каждая из которых имеет 
меньший диаметр, чем исходная фигура, впервые поставил видный 
польский математик Карол Борсук [91]; по его имени она назы- 
вается задачей Борсука. Ясно, что для разных фигур Р (ко- 
торые могут состоять и из конечного числа точек) искомое число 
частей (в дальнейшем мы его будем обозначать через Ъ (Р)) будет 
разным. Так, например, ясно, что для неравностороннего 
треугольника Т имеем Ь(Т)=2 (рис. 47, а и б); однако для рав- 
ностороннего треугольника То, очевидно, Ь(Т 0 )—3 (рис. 47, в), 
ибо при разбиении Т л на две части одна из них обязательно будет 
содержать две вершины Т 0 , а следовательно, будет иметь такой же 
диаметр, как То. Аналогично этому для правильной треугольной 
пирамиды (тетраэдра) Я имеем Ь(Я) = 2, если диаметр Я равен ее 
боковому ребру (рис. 47, г), но 6(Я) = 3, если диаметр Я равен 
ребру основания (рис. 47,3; в этом случае уже основание пирамиды 
нельзя разбить на две части, диаметр каждой из которых меньше 


') Заметим, что в условиях задач 101 б) и 102 6) можно отбро- 
сить требование выпуклости рассматриваемых фигур, ибо, скажем, 
каждый невыпуклый многоугольник можно заключить в выпуклый 
многоугольник М* того же диаметра («выпуклая оболочка» М, кон- 
тур которой можно представлять себе образованным натянутой 
на М и стремящейся сократиться резиновой лентой) — и разбие- 
ние М* на части меньшего диаметра порождает и разбиение на части 
меньшего диаметра исходного многоугольника М. 
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диаметра Я) и Ь(П)= 4, если Я — правильный тетраэдр т е 
все ребра Я имеют одну и ту же длину Я (рис. 47, е; заметьте что 
при разбиении Я на три части хоть одна из этих частей будет содер- 
жать сразу две вершины пирамиды Я, и значит, диаметр этой 
части будет равен Я). 

К. Борсук предположил, что каждую плоскую фигуру можно 
разбить на три части меньшего диаметра, а каждую пространствен- 
ную фигуру — на четыре части меньшего диаметра, но доказать это 
утверждение ему удалось лишь для случая плоской фигуры (ср 
ниже задачу 104 а)). Результаты задач 101 а) и 101 б) делают 
довольно вероятным утверждение о том, что каждую плоскую фи- 
гуру можно разбить на три части меньшего диаметра: ведь если это 



а) 


6 ) 



Рис. 47. 


справедливо для любой конечной совокупности точек, которая может 
содержать и очень много точек, то трудно допустить, что существует 
фигура Р, для которой это утверждение теряет силу (ибо фигуру Р 
можно заменить «очень густой» конечной совокупностью точек этой 
фигуры). Однако доказать общую теорему Борсука о- плоских 
фигурах, исходя из результата задачи 101 а) (или из результата за- 
дачи 101 б)), нельзя. Так же обстоит дело и в случае пространства — 
результаты задачи 102 (они принадлежат венгерским математикам 
А. Хеппешу и П. Ревесу [92]) делают очень правдоподобным 
относящееся к геометрии в пространстве предположение Борсука, но 
они не доказывают его. В течение ряда лет многие математики в 
разных странах пытались доказать, что каждое пространственное 
тело можно разбить на четыре части меньшего диаметра Это до- 
казали в 1955—1957 гг. Г. Эглстон [93], Б. Грюнбаум [37] и 
А. X е п п е ш [94]. 
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Заметим еще, что К. Борсук [91] предположил также, что 
каждое тело к-мерного евклидова пространства *) можно разбить на 
к -\т 1 частей меньшего диаметра ; это, однако, в полной мере не 
доказано и до сегодняшнего дня (в частности, не доказано даже 
для 6-мерных «выпуклых многогранников» — политопов). По этому 
поводу см. книгу В. Г. Болтянского и И. Ц. Гохберга [17] 
(или вторую часть книги Б. Грюнбаума [19]), где подробно рас- 
сказано об имеющихся в настоящее время в этом направлении ре- 
зультатах и о связанных с этой проблематикой нерешенных задачах. 

Обозначим теперь через 6 = 6 (п, Р) наименьшее такое 
число, что фигуру Р (диаметр которой мы далее все время будем 
считать равным 1, т. е. условимся принимать за единицу дли- 
и ы) можно разбить на п частей диаметра ^ 6; при этом предпо- 
ложение Борсука можно будет сформулировать как утверждение 
о том, что для каждой плоской фигуры Р всегда 6(3, Р) < 1, а 
для каждой пространственной фигуры Ф обязательно 
6(4, Ф) < I. Такая постановка вопроса подсказывает также задачу 
определения наименьшего числа б = 6 (я), такого, что каждую 
фигуру Р диаметра 1 можно разбить на п частей диаметра ^ 6: 

6 (я) = шіп 6 (п, Р), где й(Р) — \ (здесь й (Р) — диаметр Р). 

В этой задаче, впрочем, уместно различать планиметрический 
и стереометрический ее варианты, обозначая через Ьг(п) 
и 6з(п) числа, полученные в предположении, что мы рассматриваем 
только плоские фигуры Р или также и пространственные тела Ф. 
Отыскание характеристик 6 (п, Р) фигуры Р представляет собой 
точную формулировку задачи о разбиении Р на «возможно мень- 
шие» части, где размеры частей определяются их диаметрами, а за- 
дача о величинах 6 2 (п) и б 3 (п) (или даже о величинах б *(п), от- 
вечающих задаче разбиения на части всевозможных 6-м ерных 
фигур Р) — существенное уточнение проблемы Борсука, требующей 
лишь доказать, что 

б 2 (3) < 1 и б 3 (4)<1 (или даже, что 6*. (6 + 1) < 1), 

но не требующей установления точных значений соответствующих 
величин. 

103. Пусть Кр, Кв и Тр — круг, квадрат и равно- 
сторонний треугольник диаметра 1. Докажите, что: 

а) 6(1, /Ср) == 6 (2, #р)=1; 6(3, Кр) = Хр(~ 0,86); 

6(4, 7Ср)=і^(« 0,71); 6(5, /Ср) = ^10— 2 («0,59); 

6(6, /Ср) = 6 (7, Кр) = -^-(=0,5) (другими словами, в этой 

задаче требуется доказать, что круг диаметра 1 нельзя 
разбить на две части, диаметр каждой из которых < 1; 
его можно разбить на три части, диаметр каждой из 


') См. подстрочное примечание на стр. 32. 
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которых < 

. КЗ 
ров < 


Ѵз 

2 

■ и т 


, но нельзя разбить на три части диамет- 
. д.; при этом для простоты мы считаем, 


что все «части» круга и друі-их рассматриваемых фигур 
сами представляют собой «связные» фигуры, т. е. не со- 
стоят из нескольких изолированных кусков) 


6)6(1, /Се) = 1; 6(2, /Се) = -^(«0,79); 6(3, Кв ) = 
^(-0,71); 6(4, Кв)= ^-(=0,5); 


в) 6(1, Г/7) = 6(2, Тр) = 1 ; 6(3, Гр)=-^-(«0,58); 

6(4, Тр) = 6(5, Тр) = ^-(=0,5). 


Все результаты задачи 103 (и некоторые другие, заимствован- 
ные из статьи американского геометра Р. Л. Грехема [95], в ко- 
торой вычислены все значения б (га, 7» для га ^ 15) собраны в 
таблице на стр. 97. 

Но насколько приближают нас эти результаты к решению общей 
задачи определения (зависящих от фигуры Р) величин б (п, Р) и 
величин б (га) (точнее — 6 2 (га), 6з (га) и т. д.)? Почти не прибли- 
жают — даже усмотреть из полученных результатов какие-либо со- 
держательные факты, касающиеся бесконечных последовательностей 
чисел 

б (п, Кр), б (га, Т р) и 6 (га, Кв), п= 1,2,3,..., 

мы не в состоянии, хотя, конечно, затратив некоторые усилия, мы 
смогли бы, вероятно, определить, скажем, еще и величины 6(8, Кр) 
или 6(5, Кв) 4 ). Что же касается чисел 

6 2 (га), где га = 1, 2, 3, 4, ... , 


’) Разумеется, полученные нами численные результаты иллю- 
стрируют то обстоятельство, что величины б (га, К), где роль фигу- 
ры Р играют Круг Кр, Квадрат Кв и равносторонний Треугольник 
Тр, убывают с ростом га, — но это вытекает из самого смысла рас- 
сматриваемых величин и не нуждается в доказательстве. Менее 
тривиальным является тот факт, что эти величины при переходе от 
п к га + 1 убывают не всегда: так, б(2, Кр) — 6(1, Кр) и 
6(7, Кр) = 6(6, Кд); 6(2, Тр) =6(1, Тр), 6(5, Тр) = 6(4, Тр) и 
о(7, * р) = 0(6, Тр). Однако полученные нами результаты достав- 
ляют нам весьма мало информации о множествах 

^ = {1,6,...}, М Гр = {1, 4,6, ...} и ІИ /Св = {.,.} 


таких номеров п, что Ь(п,Р) = б(я+1. К), где Р — одна из рас- 
сматриваемых нами трех фигур; так, например, мы не знаем даже 
конечны ли эти множества или бесконечны (и не является ли мно- 
жество М^ в пустым!). 
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Величины й (л, Г) 


\ 



4 Д О. Шклярский и др. 
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то результат задачи 103 позволяет лишь утверждать, что наряду 
с тривиальным равенством 

6 2 (1) = 1 


(ибо, разумеется, 6(1, Р) = 1 при любой фигуре Р!) имеет место 
также и более глубокое равенство 

М2) = 1. (!) 

В самом деле, ведь б 2 (я) б (я, Р) , где Р — какая угодно 
(плоская!) фигура, и поскольку 6(2, Кр) = 6(2, Тр) = 1, то 
62 (2) > 1, откуда и вытекает соотношение (!) . Правда, найденные 
нами значения величин 6(п,Кр), 6 (я, 7» и 6(п,Кв) позволяют 
также установить, что, скажем, 

б 2 (3)>^(~ 0,86), 6 2 (4)>^(«0,71)и6 2 (7)>-1 (=0,5) (!!) 

(заметьте, что для оценок б 2 (3), 6 2 (4) и 6 2 (7) мы используем вели- 
чины б (п,Кр), которые — во всяком случае при я = 3, 4 и 7 — 
больше, чем 6 (я, Тр) и при я = 3, 4 больше, чем 6 (п,Кв), ибо 
62(6) = шах б (п,Р), где Р пробегает множество всех плоских фи- 
гур диаметра 1); однако в противоположность соотношению (!) эти 
результаты нельзя считать окончательными: ведь мы не можем быть 
уверены, скажем, в отсутствии_такой плоской фигуры Р диаметра 1, 

что 6(3, Л) > 6(3, /Ср) | . Впрочем, что касается оценок 

(!!), то они на самом деле оказываются точными, как показывает 
следующая задача. 

104*. Докажите, что каждую плоскую фигуру диа- 
метра 1 можно разбить 

1 / 0 - 

а) на 3 части диаметра 0,86); 

ѴІГ 

б) на 4 части диаметра (==« 0,71); 

в) на 7 частей диаметра <у(=0,5). 

Таким образом, имеем 

6 2 (2) = 1, б 2 (3) = і^-, б 2 (4) = -уу и б 2 (7) = у. (!!!) 

Однако помимо этих результатов, тривиального равенства 
6і (я) = у, я= 1, 2, 3, .... 
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в котором номер (или «индекс») I внизу указывает, что речь здесь 
идет о разбиении на части одномерных фигур, т, е. отрезка, и 
почти столь же очевидного соотношения Г) 

6* (п) = 1 при п < й, 


пока неизвестно как будто ни одного точного значения величин 
6(п). 

Значение б 2 (3) было, по существу, найдено еще К. Борсуком 
[91] в 1932 — 1933 гг. (см. также Д. Гейл [86]); значения 6 2 (4) и 
в 2 (7) вычислены в 1956 г. немецким геометром Г. Ленцом [96], 
тщательно изучившим вопрос о возможных значениях величин б г(п) 
при небольших п. Никакой существенной информации не доставляет 
нам и то обстоятельство, что во всех равенствах (!!!) имеем 
б 2 (л) = 6 2 (я, Кр) * 2 ): ранее высказывалось предположение, что 
б 2 (п) = 6(п,Кр ) при всех п (и даже что бз(п) = 6з (п,Ш), где 
Ш — шар, а также, что эта закономерность распространяется и на 
многомерные пространства), но эти гипотезы в дальнейшем не под- 
твердились. И сегодня мы не знаем даже, существует ли хоть одно 
отличное от 1, 2, 3, 4 и 7 значение п такое, что б 2 (л) = Ь(п,Кр) — 
во всяком случае последнее равенство не выполняется при 
п — 5 и п — 6 (попытайтесь сами это доказать!). 

Из принадлежащих А. Хеппешу [94] и Б. Грюнбауму [87] 
решений стереометрического варианта проблемы Борсука вытекают 
опенки: бз(4)< 0,998 и 6з(4) < 0,989; однако даже и последняя из 
этих оценок заведомо не является точной. Неоднократно высказы- 
валось, предположение (см. Д. Гейл [86], Г. X а д в и г е р [97]) , что 


б 3 (4) = 6(4, Ш) 


Ѵз + ѴТ 

6 


<« 0 , 888 ; 


точное значение 6(4, Ш) 


было определено Г. Хадвигером [97]); однако это предположе- 
ние пока никем не доказано (но и не опровергнуто). Можно было бы 
также предположить, что и при й > 3 имеет место равенство 
6*(й + 1) = 6(й + 1, Я7< л >), где — (й-мерный!) шар, однако, 
помимо того, что мы еще не имеем достаточных аргументов для 
обоснования этой гипотезы, само это предположение мало что 


*) Оно вытекает, например, из существования в й-мерном евкли- 
довом пространстве так называемого правильного симплекса (ана- 
лог правильного треугольника на плоскости или правильного тетра- 
эдра в пространстве) , имеющего й + 1 вершин, каждые две из 
которых удалены одна от другой на расстояние 1 (см. подстрочное 
примечание на стр. 32). 

2 ) Заметим также, что и сами установленные нами равенства 
б 2 (1) =6(1, Кд), 6 2 (2) =6(2, Кр), 6,(3) =6(3, Кр), 6 2 (4) =6(4, Хр) 
и 6 2 (7) = 6(7, Кр) имеют совершенно разный характер: в самом 
деле, 6 2 (1) = 6(1, Г) для любой (плоской) фигуры Р (а поэтому, 
конечно, и для круга!); 6 2 (2) = 6(2, Р) для ряда плоских фигур Г, 
в том числе для круга Кр (и для правильного треугольника Тр)\ 
в то же время равенства б 2 (3) = 6(3, Р), б 2 (4) = 6 (4, Р) и 
6 2 (7) =6(7 ,Р) из всех плоских фигур выполняются только для 
Р = Кр (докажите это!). 


4* 
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может дать, поскольку значения величин б (к + I, Ш (Н 'і) не известны 
пока ни при каком к > 3 *)• 

По поводу других не решенных до сих пор задач, связанных 
с проблемой Борсука, см. В. Г. Болтянский и И. Ц. Гохберг 
[17] и Б. Грюнбаум [19]. 

В заключение укажем, что и основные для этого цикла зада- 
чи 103 и 104 (да и многие предшествующие им) также имеют 
привычную нам уже «минимаксную» форму. В самом деле, число 
в (л, Р), например, можно описать следующим образом. Для ка- 
ждого фиксированного разбиения Я п фигуры Р на п частей 
іи Іг, . .., Іп мы определяем число 

б (Я п ) = тах А (іі)\ і = 1, 2, 3, ... или п, 

где й(і ) — диаметр фигуры /; далее, рассматривая всевозмож- 
ные разбиения Р на п частей, мы ищем величину 

6 ( п , Р) = тіп А ( Я п ) = тіп тах А (/ г ). ' 

Я п і 

Наконец, характеристика б 2 (п) множества 5Ш 2 (1) = 5Ш2 всех плоских 
(двумерных) фигур Р диаметра 1 определяется так: 

б ( п ) = тах б (п, Р) = тах тіп тах А (М. 

Р^Ш 2 . Р я п і 

Аналогично этому минимаксную форму имеют и задачи, свя- 
занные с проблемой Лебега (см. выше задачи 93 — 100). Так, 
например, задачу о круге Юнга (см. задачу 93 6)) можно сформу- 
лировать так. Радиус Описанного круга К фигуры Р может быть 
определен как радиус 7? наименьшего круга К = К (О, р) (где 
О — центр К, а р — его радиус), содержаего Р внутри себя: 

7? = тіп р, где К (О, р) гэ Р 

(здесь г> — теоретико-множественный знак включения одного мно- 
жества в другое; запись К до Р читается так: «фигура Р, понимае- 
мая как множество точек, целиком принадлежит кругу /(»). После 

з \ 

= — д— ) круга Юнга определяется как 
7?о= тах 7? = тах тіп р, К (О, р) г> Р, Б <= 9Л, ( 1 ), 

р^тш р к 

где ЯЯ 2 (1) — совокупность всевозможных плоских «двумерных» фи- 
гур диаметра 1 2 ). 


') Известно лишь, что 6(к; 77/<*>) = 1, в то время как 
6(к + 1, 77/(*>) < 1 (Л. А. Люстерник и Л. Г. Шнирель- 
ман [98], К. Борсук [91]; по поводу элементарной трактовки со- 
ответствующего факта в случае к = 3, т. е. в случае обычного трех- 
мерного пространства; см. Добавление к разделу I книги 
Б Б. Дынкина и В. А. Успенского [99]). 

*)• Можете ли вы записать в «минимаксной» форме задачу о 
круге Бляшке (задача 100); другие задачи этого цикла? 
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6. ЗАДАЧИ О РАСПОЛОЖЕНИИ ТОЧЕК И ФИГУР 


Задачи, собранные в этом небольшом цикле, по своему харак- 
теру весьма близки к задачам цикла 5, что объясняется принадлеж- 
ностью задач обоих этих циклов к комбинаторной геометрии (см. 
Предисловие). Также и дополнительная литература, которую можно 
порекомендовать читателю, желающему глубже познакомиться с 
тематикой, намеченной собранными ниже задачами, в основном сов- 
падает с указанной в начале цикла 5 (помимо перечисленных там 
книг и статей, мы назовем еще обзор [26] и статью [23]). Сравни- 
тельная ограниченность числа задач этого цикла связана, скорее, 
с богатством представленной им проблематики, чем с ее бедностью: 
стремление к полноте здесь невозможно, и потому собранные ниже 
задачи могут служить лишь представителями обширного круга про- 
блем, весьма многие из которых пока не решены. 

105. Сколько кругов радиуса 1 можно приложить 1 ) 
к данному единичному кругу К так, чтобы 

а) никакие два из этих кругов не пересекались; 

б) ни один из кругов не содержал внутри себя центр 
другого; 

в) * сколько кругов радиуса 1 можно расположить 
на плоскости так, чтобы все они пересекали данный еди- 
ничный круг К, но ни один из них не содержал центр 
К или центр какого-либо еще из рассматриваемых кру- 
гов? 

Задачи 105 а) — в) можно перенести и в стереометрию, задавая 
вопрос о наибольшем возможном числе единичных шаров , которые 
можно приложить к равному им всем шару К с тем , чтобы эти 
шары не пересекались между собой, соответственно чтобы ни один 
из шаров не содержал центра другого (сформулируйте сами стерео- 
метрический вариант задачи 105 в)). Эти вопросы не кажутся осо- 
бенно трудными; особенно просто и естественно звучит первый из 
них, который можно воспринимать как вопрос о наибольшем числё 
материальных (скажем, биллиардных или крикетных) шаров, кото- 
рые можно приложить к равному им всем шару. Историю соответ- 
ствующей задачи, неожиданно оказавшейся весьма трудной и в 
течение ряда столетий (!) не поддававшейся никаким попыткам 
решить ее, ведут обычно от знаменитого Иоганна К е п л е р а [100], 
указавшего в 1611 г. такое расположение материальных шаров в 
пространстве, при котором каждый шар касается двенадцати своих 
«соседей». С другой стороны, несложные, хоть и несколько громозд- 
кие рассуждения, базирующиеся на использовании формул и теорем 
«геометрии на поверхности шара» ( сферической геометрии) Дока- 
зывают, что к шару никак нельзя приложить четырнадцать или 


*) Плоские (и расположенные, разумеется, в одной плоскости) 
фигуры Р и Рі называются приложенными друг к другу, если они 
не имеют общих внутренних точек, но их границы со- 
прикасаются (т. е, Р и Р) имеют хоть одну общую граничную 
точку). • . , 
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больше равных ему непересекающихся («материальных») шаров 
(эти рассуждения приведены, например, в книге Л. Фейеш 
Тот [24]). 

Таким образом, поставленный вопрос сводится к выяснению 
того, можно ли приложить к шару К. тринадцать равных ему 
непересекающихся шаров или нельзя, — и именно этот вопрос, полу- 
чивший название проблемы 13 шаров, оказался вовсе не про- 
стым. В 1694 г. по этому поводу развернулась даже довольно ожив- 
ленная полемика: известный английский естествоиспытатель того 
времени Девид Грегори с азартом утверждал, что 13 шаров к 
шару приложить можно, а его оппонент, гениальный Исаак Нью- 
тон, настаивал, что нельзя, — но доказать свою правоту ни тому 
пи другому (да, и Ньютону тоже!) не удалось. По-видимому, первое 
решение поставленного вопроса — а именно доказательство правоты 
Ньютона — было дано лишь в 1874 г. (т. е. через 180 лет после 
дискуссии Ньютон — Грегори!) немецким геометром Рудольфом 
1 оппе: это решение было опубликовано в статье [1 01 ] другого 
немецкого математика К. Бендера. Годом позже решение Гоппе 
было еще усовершенствовано его соотечественником С. Гюнте- 
ром [102]. Однако весьма сложные и запутанные рассуждения 
Гоппе — Гюнтера, напечатанные к тому же в малоизвестном и труд- 
нодоступном журнале, не приобрели популярности, и многие спе- 
циалисты по этим ^вопросам (например, один из первых авторитетов 
в рассматриваемой области Л. Фейеш Тот) склонны считать, что 
первое удовлетворительное решение задачи дали в 1953 г. (через 
259 лет после дискуссии Ньютон — Грегори!) наши современники — 
знаменитый голландский алгебраист Бартель Леенберт ван дер 
Варден и неоднократно упоминавшийся в этой книге немецкий 
логик Карл Шютте [103]. Несколько более простое (но все еще 
достаточно сложное!) доказательство того же факта предложил не 
так давно английский геометр Джон Л и ч [104] '). 

106. Каково наибольшее число квадратов, со сторо- 
ной 1, которые можно приложить к данному единичному 
квадрату К так, чтобы никакие два из них не пересека- 
лись? 


Венгерский геометр Ласло Фейеш Тот [106] предложил в 
память знаменитой дискуссии Ньютон — Грегори (правым в кото- 
рой оказался все же Ньютон!) называть ньютоновым числом 
(выпуклой) фигуры Р наибольшее число п(Р) равных Р фигур , ко- 
торые можно прилоокить к Р так, чтобы никакие две из них не 
пересекались', таким образом, задачу 106 можно сформулировать 
как вопрос о ньютоновом числе квадрата. Ясно, что ньютоново 
число «достаточно вытянутой» плоской фигуры может быть сколь 
угодно большим (рис. 48); поэтому никаких оценок сверху ньюто- 


') Для 6-мерных евклидовых пространств, где 6^3, соответ- 
ствующая задача еще не решена^ по поводу имеющихся результатов 
см., например, статью [105] известного канадского геометра Гарольда 
Скотта Макдональда Коксетера (или Кокстера, как неправиль- 
но принято у нас писать). 
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новых чисел всех плоских фигур указать нельзя 1 ), и смысл имеют 
лишь задачи, связанные с определением ньютоновых чисел кон- 
кретных фигур. Так, в 1965 г. учащимся математической школы 
№ 2 при Московском университете была предложена задача опре- 
деления ньютонова числа правильного треугольника (см. [109]) — и 
эту задачу тогда же решило несколько школьников. Позже сходной 



Рис. 48 . 


задачей определения ньютоновых чисел правильных многоугольны - 
ков занимался венгерский геометр К. Бёрёцки [ПО], который опре- 
делил эти числа для всех «-угольников, где п Ф 5. 

Трудность задачи определения ньютоновых чисел (выпуклых) 
фигур повлекла попытки модификации и упрощения этой задачи. 

107. Чему равно наибольшее возможное число непе- 
ресекающихся одинаковых и параллельно друг другу 
расположенных 

а) треугольников, 

б) квадратов, 

которые можно приложить к равной им и параллельно 
им расположенной фигуре Р? 


') Оценка снизу дается неравенством п(Р)"^ 6, вытекающим из 
работы Г. Хадвигера [107], о которой мы еще скажем ниже. 
Оценки ньютонова числа п (Р) (плоской, выпуклой) фигуры Р в за- 
висимости от ее «степени вытянутости» (которую можно характери- 
зовать, например, отношением <і(Р):А(Р), где <1{р ) — диаметр 
фигуры Р, а А(Р)—ее ширина; см. выше, стр. 69 и 92, в частности 
рис. 32,6 и 46) были даны Л. Фейешем Тотом [108]. 
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Задача 107 является совсем несложной — дополнительное тре- 
бование о том, чтобы прикладываемые к Р фигуры не только были 
равны Р, но также и параллельно Р расположены (т. е. 
получались из Р не Произвольным движением б, а обязательно па- 
раллельным переносом п — ср. рис. 49, а я б) сильно сокращает ко- 
личество возможных вариантов расположения фигур и тем весьма 
упрощает задачу. Эта модификация «задачи Ньютона — Грегори» •) 




Рис. 49. 


ведет свое начало, как будто, от видного швейцарского геометра Гуго 
Хадвигера {107]; поэтому соответствующее число Н(Р) можно 
было бы назвать числом Хадвигера (выпуклой) фигуры Р. 
Г. Хадвигер [107] доказал, что для всех плоских выпуклых 2 ) 
фигур Р 


6 < А (Р) < 8; 


Он предположил также, что Н(Р) =8 только для параллелограм- 
ма (четырьмя годами позже это доказали Г. Грёмер [111] и 
Б. Грюнбаум [112]). Наибольших успехов добился здесь Бранко 


') Заметим, впрочем, что первоначальную задачу об определе- 
нии чиСИа кругов или шаров, которые можно приложить к рав- 
ной им всём фгігуре Р, можно рассматривать и как модифицирован- 
ную указанным образом проблему, поскольку каждый равный 
кругу (или шару) К круг (или шар) можно получить из К парал- 
лельным переносом. , 

*) По , поводу Задачи , оценки «чйсла ХадвНгёра» для не обя- 
зательно выпуклых плоских фигур см. К.. Хйльберг, Е. Ле- 
вин, Е. С т р а у с' [113]. 



Грюнбаум [112], установивший, что для пространственных ( вы- 
пуклых ) тел •) Ф 

12<Л(Ф)<26, 

причем оба крайних значения достигаются: Н(Ф) — 12, например, 
для тетраэдра (треугольной пирамиды) Ф, а Л(Ф) = 26 для парал- 
лелепипеда (и только для параллелепипеда). Б. Грюнбаум уста- 
новил также, что для пространственных выпуклых тел Ф число Хад- 
вигера й(Ф) может иметь все четные значения в пределах 
12^/г(Ф) =^26 (соответствующие примеры строятся довольно 
просто, — как?) и предположил, что й(Ф) может иметь только чет- 
ные значения (последнее пока еще, как будто, не доказано) . 

108. Пусть дан круг К радиуса 1 и круги Ки К 2 , 
Къ, ■ ■ ■ , меньшие круга К. Докажите, что 

а) наименьшее число кругов К\, К 2 , .... которыми 
можно покрыть круг К, всегда ^ 3; 

б) если радиусы кругов Ки К 2 , ... меньше , то 
это число будет >4; 

в) если радиусы кругов К ь К 2 , ... меньше-^-, то 

это число ^ 5. . 

Можно ли улучшить оценки задач а) — в)? 

109. Докажите, что наименьшее число одинаковых 
кругов Ки К 2 , Къ, ■■■, которыми можно покрыть 'круг 
К вдвое большего радиуса, равно 7. 

Здесь мы снова сталкиваемся с типичными для настоящей кни- 
ги минимаксными постановками задач. Задачи 108, 109 можно по- 
нимать как задачи о «наиболее экономных» покрытиях данного 
(скажем, единичного) круга К равными кругами, гДе прилагатель- 
ному «экономный» следует придавать следующий точный смысл. Мы 
рассматриваем всевозможные покрытия 3* „ круга К задан- 
ным числом п (вообще говоря, меньших) кругов К і, Кг, ... радиу- 
сов Ки Кг, ... И каждое такое покрытие характеризуем макси- 
мальным радиусом 

К (Рп) = тах Ки где і =1 , 2, 3, ... или п, 
і 

использованных в нем кругов. Далее мы ищем то из рассматривае- 
мых покрытий 9> п , которому отвечает наименьшее возможное 


’) Для й-мерных (выпуклых) тел Р Г. Хадвигер [107] полу- 
чил оценку Н (р) < 3* — 1 ; Б. Грюнбау м [112] установил, что 
я этом случае к г + к < Н(Р) г^З* — 1, где оба крайних значения 
достигаются. 
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значение 

К (п) = шіп (& п ) = шіп шах /?*, / = 1, 2 п\ 

& ' п с7* п і 

?п = {Ки Кг, .... К*} 

^радиуса кругов покрытия» Ж&п). 

Из самого смысла величин Я(п) следует, что Я(1) — 1 (напо- 
минаем, что радиус круга К мы принимаем за единицу длины). Из 
результата задачи 108 ц) вытекает, что также и /? (2) = 1 (=/?(!) ). 
Далее, величины Я(3) и Д(4) определяются результатами задач 
108 6) и в): 

« (3)=-^ (« 0,866) и Я(4)=І^- (~ 0,707); 


на рис. 50, а и 6 изображены системы п кругов (где п = 3 и 4), 
отвечающие этим значениям радиусов «кругов покрытия». Наиболее 
экономное покрытие круга пятью равными кругами определил в 
1915 г. английский математик Э. Невиль [114]; оно изображено 
на рис. 50, в, и ему отвечает значение 

К (5) « 0,609. 


Неоднократно упоминавшийся в этой книге Б. Грюнбаум (част- 
ное сообщение) предполагает, что «наиболее экономным» покрытием 
круга К шестью (равными) кругами является то, которое изобра- 
жено на рис. 50, г; если это предположение (доказать которое Грюн- 
бауму пока не удалось) верно, то 

Я (6) « 0,557. 

Наконец, из решения задачи 109 вытекает, что 
Я (7) = ^ (=0,5), 

(рис. 50,(9). Однако какой характер имеет общая зависимость чис- 
ла Я(п) от номера «? Как вычислять (точно или приближенно) 
величины Я(п) при п> 7; чему равно, например, число Я (8)? Как 
описать множество таких номеров п, что 

Я(п) = Я («+!).; 


какие еще натуральные числа, кроме п — 1, входят в это множе- 
ство (и есть ли такие числа)? Как оценить величину Я(п), если 
номер п сравнительно велик? На все эти вопросы, кроме, пожалуй, 
последнего *), мы пока ответа не имеем. 


‘) Некоторую информацию, относящуюся к этому последнему 
вопросу, вдумчивый читатель сумеет извлечь из гл. III книги 
Л. Фейеша Тота [24] или из Введения к книге К- А. Роджер- 
с а [25]; так, например, из изложенных в этих книгах результатов 
вытекает, что 


К(п) 


У 2л 1 

У 27 


У 2я 1 

У 27 


+-Р(п) 


1„1 

Уп 


+*(*)'. 


где «остаточный член» Р (п) имеет «более высокий порядок малости 

чем » в том смысле, что предел отношения Р(п): ■ стре- 

V п у п 

мится к 0 при п оо. 
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Проблематика следующей задачи является в определенном 
смысле «двойственной» постановке вопроса, характерной для задач 
108, 109. 

• ПО. Дан круг К радиуса 1 и круги к\, к 2 , к 3 , ... ра- 
диусов г и г 2 , г 3 меньшие круга К. Докажите, что 

а) если все радиусы г, > (здесь і= 1,2,3, ...), 

то в круг К нельзя заключить двух кр,угов кі так, чтобы 
они не пересекались между собой; 

б) если все г { > 2 У 3 — 3, то в К нельзя заключить 
трех кругов к { так, чтобы никакие два из них не пересе- 
кались между собой, 

причем далее улучшить оценки задач а), б) нельзя: в К 
можно заключить два непересекающихся круга радиуса 
1/2, соответственно три круга радиуса 2 іЛ 3 — - 3. 

В этой задаче ищутся всевозможные заполнения 5’,, круга К 
непересекающимися кругами кі, к 2 , . . . , к п меньшего радиуса; при 
этом нас интересует «наиболее экономное» заполнение круга К кру- 
гами кі, к г , .... к п , т. е. заполнение К кругами радиуса г (гг) , где 

г (п) = шах тіп г г I— 1, 2, ... или л; 9'п = {к 1 , к 2 , ..., к п ). 

&п 1 

Наиболее экономные в этом смысле заполнения К двумя, тремя, 
четырьмя, пятью и семью кругами изображены на рис. 51, а — д, 
из которых (и из решения задачи ПО, связанной с первыми двумя 
из этих рисунков) можно усмотреть, что: 

г (1) = 1 (это очевидно!); 
г(2)=у = 0,5; 

ІГ (3) == 2 УН — 3 (« 0,464); 
л(4)=/2"- 1 (« 0,414); 

лГ 5 

г (5) = _ ( - 0,370); 

]/5 +Г10 +2^5 

г(6) = г(7) = і-(« 0,333) 

О / 

(сможете вы сами это доказать?) *). 

> " - *’ 

‘) Конфигурацию, образованную п одинаковыми кругами, «най- 
; более экономно» заполняющими больший круг, легко получить 
і «экспериментально» — достаточно рассмотреть, как расположатся п 
одинаковых круглых карандашей, туго стянутых веревкой или рези- 
: новой лентой (ср. С. Кравитц [115], где указаны самые эконом- 
! ные заполнения круга п равными кругами при п ^ 19; см. также 
связанную с рассматриваемой здесь тематикой статью К. Цана 
; [ 116 ]). 
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С величинами г(п) связаны почти те же вопросы, что и с ве- 
личинами К.(п) *); так, например, несколько неожиданное равенство 
г (6) = г( 7) делает содержательной задачу описания множества та- 
ких значений п, для которых г(п) — г(п + 1). 

Разумеется, относящиеся к кругам задачи 108—110 можно пе- 
реносить и на шары в пространстве 2 ); кроме того, можно видо- 
изменять и планиметрические их варианты, заменяя круги какими- 
либо другими фигурами. При этом здесь возможны разные поста- 
новки «видоизмененной» задачи, поскольку можно заменить фигу- 
рами иной формы как «основной» круг К, так и покрывающие К 
[(или заполняющие К) круги (вместо которых в этом случае есте- 
ственно рассматривать фигуры, имеющие ту же форму, что и 
«основная фигура» К) или рассматривать вопрос о покрытии или 
заполнении отличной от круга фигуры Р кругами. При этом в слу- 
чае, скажем, покрытия фигуры Р меньшими Р и подобными Р фи- 
гурами /), и> ... мы (в соответствии со сказанным на стр. 104 
в связи с задачами о «прикладывании» фигур) можем считать 
Іи І 2 , ... только подобными Р (получаемыми из Р произ- 


‘) Так результаты гл. III книги [24] (см. также Введение к 
книге [25]) позволяют заключить, что справедлива следующая 
«асимптотическая» (т. е. позволяющая оценить величину г(п) при 
большом п) формула: 




У л 


УІ2 


Уп 


Ул 1 


/-ТТ Уп 


у 12 


— + р (я) 


0,95 , , , 

?= + Р(я) 


Уп 


где р(я) имеет более высокий порядок малости чем — ~ (ср. со 

Уп 

сноской на стр. 106), 

2 ) Если обозначить фигурирующие в стереометрических вариан- 
тах задачи о покрытии круга п меньшими кругами и о заполнении 
круга я кругами величины через # 3 (я) и г 3 (я) (где индекс 3 снизу 
обозначает, что здесь эти величины являются радиусами трехмер- 
ных шаров), то из сообщаемых в гл. VII книги [24] и во Введении 
к книге [25] результатов (которые, видимо, верны, хотя их пока 
никому не удалось доказать!) следуют «асимптотические» формулы 


2]/3 Уп 

, ч Ул 1 , 

г 3 (я) = — — - -7— + . . . * 

У 3 у п 


2,24 


Уп 


0,84 


Ѵл 


в которых точками обозначены члены, имеющие более высокий по- 
рядок малости чем . 


НО 


вольным преобразованием подобия 6; рис. 52, а) или подобными Р 
и параллельно Р расположенными (получаемыми из Р 
гомотетией у; рис. 52,6). 

Г 


Л а 

Рис. 52. 

Первый из вопросов, возникающих в связи с задачами покры- 
тия (плоской!) фигуры Р подобными ей и параллельно рас* 
положенными фигурами, оказывается не слишком сложным. 

\ 

111. Докажите, что каждый отличный от параллело- 
грамма выпуклый многоугольник М можно заключить 
в треугольник Т, получен- 
ный продолжением трех сто- 
рон М (рис. 53). 

112*. Докажите, что каж- 
дый отличный от параллело- 
грамма многоугольник М 
можно покрыть тремя по- 
добными М и параллельно 
М расположенными много- 
угольниками (но нельзя по- 
крыть двумя такими много- 
угольниками!); для парал- 
лелограмма же Р наимень- 
шее число меньших Р и параллельно Р расположенных 
параллелограммов, которыми можно покрыть Р, рав- 
няется четырем. 

Результат задачи 112 (верный не только для многоугольников, 
но и для произвольных плоских выпуклых фигур) получил название 
теоремы Гохберга — Маркуса (см. [117]; в несколько иной 
форме тот же результат получил немецкий геометр Ф. Леви [118]). 
Бесспорный интерес представляет стереометрический вариант 

Ш 





теоремы Гохберга — Маркуса, где можно ожидать, что наименьшее 
возможное число &(Ф) фигур, меньших данной пространственной 
выпуклой фигуры Ф (например, выпуклого многогранника), подоб- 
ных Ф и параллельно Ф расположенных, которыми можно пол- 
ностью покрыть Ф, для разных фигур (разных многогранников) 
колеблется между 4 (оно равно четырем для треугольной пирамиды — 
тетраэдра) и 8 (оно равно восьми для параллелепипеда — и, види- 
мо, только для него). Однако эта скорее всего справедливая тео- 
рема, впервые сформулированная, как будто, еще в 1957 г. 
Г. Хадвигером (11 9], до сих пор никем не доказана (по этому 
поводу см., например, книгу В. Г. Болтянского и И. Ц. Гох- 
берга [17]) *). 

Что же касается задачи покрытия плоской фигуры (скажем, 
выпуклого многоугольника) Р меньшими Р и подобными Р, но не 
обязательно параллельно Р расположенными фигурами, то здесь 
просто решается следующая задача. 

113. Докажите, что каждый плоский выпуклый мно- 
гоугольник М может быть покрыт тремя меньшими М 
и подобными М многоугольниками. 

Однако исчерпывающего ответа на вопрос о минимальном чис- 
ле подобных М и меньших М фигур, которыми можно полностью 
покрыть М, теорема задачи 113 не дает: ясно лишь, что это число 
равно двум или трем, но нельзя сказать, для каких многоугольни- 
ков оно равно двум, а для каких трем. Полное описание класса 
выпуклых многоугольников (или, общее, плоских выпуклых фигур), 
для которых это число равно, скажем, двум, дать, видимо, совсем 
не просто, хотя можно, например, доказать, что наименьшее число 
треугольника ,, , „ 

меньших прямоугольника М и подобных М многоугольников, кото - 

реши можно полностью покрыть М , равно 3, если М есть правил ь- 
. треугольник , 

НЬШ прямоугольник, " равно 2 вп Р отивн °" слдчав (см., например, 
[20]; разумеется, «правильный прямоугольник» — это квадрат ). 

Ясно, что приведшая к постановке последних задач модифика- 
ция «проблем о покрытии фигур», сводящаяся к замене «основного» 
круга К произвольной (выпуклой) фигурой Р, допускает и вариан- 
ты (или точнее — обобщения), связанные с ограничением раз- 
меров покрывающих Р фигур. Так, например, имеет смысл за- 
дача определения такого наименьшего числа В — ё(к, Р), что 
заданную фигуру Р можно покрыть в фигурами (і, / 2 , . . . ’ Д, по- 
добными Р с коэффициентом подобия и параллельно Р рас- 
положенными (т. е„ гомотетичными Р) ; можно также в по- 
следней задаче отбросить требование параллельного Р расположения 
фигур (і, ( 2 , . .., сохранив лишь требование их подобия исход- 
ной фигуре Р и (задаваемое выбранным числом к) ограничение их 


1 ) В самое последнее время кишиневский математик П, С. С о л- 
тан [120] доказал, что сформулированное предложение верно для 
одного частного класса центрально симметричных выпуклых много- 
гранников, —это пока является самым сильным результатом в дан- 
ном направлении. ; і • 
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размеров 1 ). Близкая к сформулированной выше, но все же не со- 
всем эквивалентная ей задача получится, если мы, напротив, зада- 
дим заранее значение числа § покрывающих Р (и подобных Р или 
подобных Р и параллельно Р расположенных) фигур /і, / 2 , . . . , / в , 
а искать будем наибольшее возможное значение к, такое, что 
коэффициенты подобия и Р, \ г и Р, . . . , и Р могут быть все 
не больше к. Наконец, в определенном смысле «двойственными» 
сформулированным являются задачи о заполнении Р непере- 
секающимися (подобными Р, или гомотетичными Р) фигурами /т, 
/ 2 , . . . , причем здесь можно поставить, скажем, задачу определения 
такого наибольшего возможного числа е — е(к,Р), что в Р 

поместятся е непересекающихся фигур / 2 Іе, каждая из 

которых подобна (или гомотетична) Р с коэффициентом подобия, 
не меньшим заданного заранее числа к 2 ) . Однако все такие за- 
дачи (их частными случаями являются 
говоря, довольно сложны, и мы пока 
обладаем по их поводу весьма скром- 
ной информацией (ср. [20]). 

Вот, наконец, еще одна задача о 
покрытии фигур. 

114 *. Каково наименьшее чис- 
ло полос ширины 1, которыми 
можно полностью покрыть круг 
радиуса (рис. 54)? 

Задача 1 1 4 составляет частный слу- 
чай следующей более общей «проблемы 
дощечек», которую поставил в 1932 г. 
известный польский математик А. Тар- 
ский: каково наименьшее число полос 
ширины к («дощечек»), которыми мож- 
но покрыть произвольную плоскую фигуру Р («яму»). Любопытно 
отметить, что проблема эта оказалась достаточно трудной, и в тече- 
ние многих лет ее решение было известно только для случая круглой 
«ямы» (т. е. для случая, который составляет содержание задачи 114); 
даже для случая, скажем, треугольной «ямы» не было известно ни- 
каких подходов к ее решению. «Проблему дощечек» впервые решил 
в 1950 г. молодой датский математик Т. Банг [119]; впоследствии 
это решейие несколько раз упрощалось и обобщалось (см. [120], 
а также информацию [121] о работах [119], [120]). 

Обращаясь теперь к задачам о покрытии (более или менее про- 
извольной) фигуры Р кругами радиуса 1 или иного фиксирован- 
ного радиуса и о заполнении Р кругами, мы начнем со следующей 
несложной задачи, примыкающей к проблематике предыдущего 
цикла задач. 


задачи 108 — 110), вообще 



*) Разумеется, здесь имеет смысл считать, что 0 < к < 1: легко 
понять, что р(к, Р) =1 при всех к ^ 1 (и всех Р). 

г ) И здесь интерес представляет определение величин е(к,Р) 
лишь при 0 < 6 < 1 : очевидно, что е(1,/ 7 ) = 1 и е(к, р) =* 0 при 
всех к > 1 (и всех фигурах Р). : і ѵ-і < 
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115. Какие значения может иметь наименьшее воз- 
можное число кругов диаметра 1, которыми можно пол- 
ностью покрыть 

а) треугольник; 

б) * выпуклый многоугольник 
диаметра 1? 

Здесь тоже возникает содержательная задача эффективного 
описания тех фигур (не обязательно многоугольников), для кото- 
рых рассматриваемое в задаче 115 число имеет то или иное кон- 
кретное значение; эта задача легко решается для треугольников 
(см. решение задачи 115 а)), но для произвольных плоских фигур 
(или даже для произвольных выпуклых многоугольников) она, ви- 
димо, вовсе не проста. По поводу перенесения результатов задачи 115 
в геометрию в пространстве (или даже в й-мерную геометрию) см., 
например, [20]. 

Наконец, заметим, что, скажем, задаче о покрытии (выпуклой) 
фигуры Р наименьшим возможным числом кругов радиуса Я и 
«двойственной» ей задаче о помещении в Р наибольшего возмож- 
ного числа непересекающихся кругов радиуса г можно придать 
форму вопросов о наиболее «рациональном» с определенной точки 
зрения размещении внутри Р конечной системы точек — центров 
этих кругов. При этом, если считать число кругов заданным, а под- 
лежащей определению, напротив, возможную величину радиусов 
этих кругов, то в задаче о покрытии области Р кругами К і, Кг, . . . 
.... К п с центрами <2і, Чг , .... О я и радиусами «5 Я (рис. 55, а) 




расположение точек <2і, (3 2 , . . . , должно быть таким, чтобы ка- 
ждая точка области Р была удалена не более че м на Я хоть от 
одной из этих точек; другими словами, ищется величина 


Я (п) = тіп тах тіп /1<3{, где /=1,2, п; 

Л і 

А ^ Р; !Рп — (Оь Ог. • • •> Рл} 

(так как это число существенно зависит от выбора области Р, то 
более правильно было бы писать здесь Я(п,Р)). Аналогично этому 
в задаче о заполнении области Р кругами к\, кг, ..., к п с центра- 
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ми ?і, ? 2 , .к, с/ п и радиусами (рис. 55,6) нам требуется, 

чтобы расстояние между каждыми двумя из точек с/^ у г , ... 
. . <7„ было не меньше 2 г = д, т. е. здесь ищется величина 

й(п) = тахтіп < 2 & 1 , где і, / = 1, 2, . .. п; 

•?п і-1 

& > п={<Эі, < 22 , •••, <Эп); все <Э ; «=Л 


Л. Фейеш Тот во втором издании книги [24] формулирует 
эти задачи как задачу об п связанных союзом диктаторах, рези- 
денции которых надо так расположить в подвластной им области 
Р, чтобы их контроль над Р был возможно более полным, т. е. что- 
бы наибольшее из расстояний от точки области Р до ближай- 
шей резиденции было возможно меньшим, и задачу об п вра- 
ждующих диктаторах, наименьшее из расстояний между 
резиденциями которых желательно, наоборот, сделать возможно 
большим; в математической литературе вторая из этих задач 
получила также выразительные названия «задачи о враждующих 
братьях», или «задачи об п мизантропах». Наряду с этим первую из 
поставленных задач вполне можно представлять себе как вопрос 
о наиболее рациональном распределении на площади Р, скажем, п 
киосков с мороженым, где естественно стремиться к тому, чтобы 
наибольшее расстояние от точки площади до ближайшего киоска 
было возможно меньше (ср. ниже задачу 117), а вторую задачу, — 
например, как вопрос о рациональной посадке деревьев в саду Р, 
где уместно добиваться, чтобы наименьшее из расстояний между 
корнями деревьев было возможно большим. Укажем еще, что соот- 
ветствующие задачи естественно переносятся в стереометрию или, 
скажем, на поверхность сферы (ср. ниже задачу 120; Л. Фейеш 
Тот [24], формулируя эти задачи, предполагает, что «диктаторы» 
живут на шарообразной планете, которая полностью им подвластна). 

Естественно, что постановки соответствующих задач можно 
также «вывернуть наизнанку», считая, напротив, заданными вели- 
чины Я, соответственно г, а отыскивая наибольшее возможное 
число п = п(г, Р) непересекающихся кругов радиуса ^ г, которые 
можно разместить в заданной области Р, соответственно наимень- 
шее возможное число ѵ = ѵ(і?, Р) кругов радиуса ^Я, которыми 
можно полностью покрыть фигуру Р (см. те же рис. 55, а, б на 
стр, 114). Имеют смысл и некоторые «комбинированные» задачи, в 
которых участвуют сразу оба числа п и ѵ и требуется установить 
связь между ними; в качестве примера здесь можно назвать, ска- 
жем, принадлежащую тому же Л. Фейешу Тоту (см. § 4 гл. III 
книги [24]) теорему, согласно которой для любого числа а и каж- 
дой отличной от круга К радиуса а фигуры, Р 

п (а, Р) < ѵ (а, Р) 


(так что, если область Р можно покрыть 40 кругами радиуса а, то 
в ней нельзя разместить более 29 непересекающихся кругов того же 
размера; ясно, что если Р — это круг К радиуса а, то п(а,Р) =. 
= ѵ(а, Р) = 1). 

К этой же категории проблем относится и следующая неслож- 
ная задача. 
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116 . Пусть т-^ выпуклый многоугольник, а М — 
(больший) выпуклый многоугольник, получаемый из /га 
сдвигом всех сторон т на расстояние 1 во внешнюю 

сторону (рис. 56). Докажите, 
что 

га (1, М) ^ ѵ (2, т ). 

117 . а) Как расположить 
на круглой площади га(= 1, 
2, 3, 4, 7) киосков с моро- 
женым наиболее выгодным 
способом (т. е. так, чтобы наи- 
большее из расстояний от 
точки площади до ближайше- 
го киоска было возможно 
меньшим)? 

б) Как наиболее выгодным способом расположить 
на квадратной площади га (=1,2, 3,4) киосков с моро- 
женым? 

По поводу задачи 117 6) см, работы [124] канадцев Дж. Ш а е- 
р а и А. Меира, где эта задача фактически решена для всех 
п ^ 9, а также работы Дж. Шаера [125], посвященные стереомет- 
рическому варианту той же задачи. 

118. а) Чему равен радиус наименьшего круга, в ко- 
торый можно поместить га точек (га = 2, 3, 4, , . . , 10, 1 1), 
одна из которых совпадает с центром круга, так, чтобы 
расстояние между каждыми двумя точками было не 
меньше 1? 

б)* Сколько точек можно поместить внутри круга 
радиуса 2 так, чтобы одна из точек совпадала с цент- 
ром круга и расстояние между каждыми двумя точ- 
ками было не меньше 1? 

Естественная модификация рассматриваемых выше проблем о 
покрытии фигуры Р кругами Кі, Кг, .. . и о заполнении Р (непере- 
секающимися) кругами кі, кг, ... возникает, если отказаться от 
требования равенства всех кругов Кі или кі (где і = 1 , 2, 3 , ...). 
Некоторые (впрочем, довольно бедные) результаты, связанные с 
рассмотрением кругов двух или нескольких фиксированных 
размеров, имеются в книге [24] (см., в частности, 2-е издание этой 
книги). Что же касается задач о «плотнейшем» заполнении фигу- 
ры Р фиксированным числом п кругов к\, кг, ..., к п произ- 
вольных размеров или «двойственной» ей задачи покрытия Р 
«наиболее экономной» системой «кругов Кі, Кг, . .., К п произволь- 
ных размеров, то здесь мы пока не имеем почти совсем никаких дан- 
ных, что можно проиллюстрировать следующим эпизодом из истории 
математики. 
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Геометрам старшего поколения хорошо известна так называе- 
мая задача Мальфатти, требующая вписать в данный ААВС 
три круга так, чтобы каждый из них касался двух сторон тре- 
угольника и двух других кругов (рис. 57, а) 1 ). Немногие, однако, 
знают, что соответствующая задача была сформулирована извест- 
ным итальянским математиком конца XVIII и начала XIX вв. 



Дж. Мальфатти 2 ) следующим образом: поместить в данный тре- 
угольник АВС три непересекающиеся круга кі, кг и к 3 наибольшей 
возможной площади (т. е. как задача о плотнейшем заполнении 
треугольника тремя кругами) 3 ). Дж. Мальфатти из сомневался, что 


') См., например, Ж. А д а м а р, Элементарная геометрия, ч. I, 
М., Учпедгиз, 1957, Прибавление Е — «Задача Мальфатти». 

2 ) Впрочем, известность Джанфранческо Мальфатти носит, если 
можно так выразиться, скорее «негативный», чем «позитивный» ха- 
рактер: при упоминании этого имени математики чаще всего вспо- 
минают многочисленные неудачные попытки Мальфатти найти об- 
щую формулу для решения общего алгебраического уравнения 
5 й степени, а также сокрушительную (и несправедливую) критику, 
с которой он обрушился на работы итальянского врача и замечатель- 
ного математика-любителя Паоло Руффини, давшего первое, хотя 
в некоторых деталях и неполное, доказательство того, что такой фор- 
мулы вовсе не существует: Мальфатти сумел верно нащупать 
слабое звено в рассуждениях Руффини, но оказался абсолютно не в 
состоянии оценить глубину и оригинальность исследований последнего. 

3 ) Точнее говоря, поставленная Дж. Мальфатти задача форму- 
лировалась так: вписать в данную треугольную призму три (непе- 
ресекающихся) цилиндра (высота которых равна высоте призмы) 
наибольшего общего объема-, однако ясно, что эта задача равно- 
сильна сформулированной задаче о треугольнике. 


решение соответствующей «задачи о наиболее экономном заполне- 
нии треугольника кругами» во всех случаях дается рис. 57, а; не 
сомневались в этом, видимо, и многочисленные авторы, решавшие 
«задачу Мальфатти» впоследствии (Дж. Мальфатти указал алгеб- 
раическое решение задачи о построении изображенных на 
рис. .57, а кругов к\, къ и кз, позволяющее вычислить — и построить 
циркулем и линейкой — их радиусы; наиболее изящное чисто гео- 
метрическое решение той же задачи дал один из крупнейших 
геометров XIX в. швейцарец Якоб Штейнер). 

Лишь в 60-х годах нашего столетия, в связи с подъемом инте- 
реса к тем вопросам, которые ныне объединяются названием «ком- 
бинаторная геометрия», математики вновь обратились (см. работы 
[126], в которых, впрочем, указана и более ранняя литература) к 
исходной задаче Мальфатти (а также к так называемой «обратной 
задаче Мальфатти», требующей указать такой наименьший по пло- 
щади треугольник, что в него можно поместить три неперекрываю- 
щиеся круга заданных размеров — си. [127]); при этом оказалось, 
что соответствующие задачи являются довольно трудными, так что 
для выполнения связанных с ними расчетов пришлось даже прибе- 
гать к ЭВМ. Разумеется, для тех или иных конкретно заданных тре- 
угольников соответствующая задача решается легко: так, например, 
«плотнейшее заполнение» правильного треугольника тремя 
кругами изображено на рис. 57, б; еще проще видеть, что для «до- 
статочно вытянутого в высоту» равнобедренного треугольника реше- 
ние дается рис. 57, в. Однако в общем случае указать четкие крите- 
рии расположения «кругов Мальфатти» (в первоначальном понима- 
нии этого термина) достаточно сложно; при этом интересно, что н и 
в одном случае это расположение не совпадает с изображен- 
ным на рис. 57, а (см. [126]). 

Обратимся, наконец, к некоторым (вообще говоря, еще более 
сложным) стереометрическим задачам. 

119. Можно ли на непрозрачной планете, имеющей 
форму шара диаметра О, расположить 8 станций наблю- 
дения так, чтобы любое космическое тело, приближаю- 
щееся к планете, в тот момент, когда оно находится на 
высоте /> над поверхностью планеты, было видно по 
крайней мере с двух станций? 

120*. а) Как поместить на сфере п (п = 2, 3, 4, 5, 6) 
точек так, чтобы расстояние между ближайшими двумя 
из этих точек было наибольшим? 

б) Как разместить на сфере единичного радиуса наи- 
большее возможное число точек, если требуется, чтобы 
расстояние между каждыми двумя из этих точек было 

1 ) >У2, 

2 ) >]/ 2 . 

Задаче 120 а) (в которой естественно не ограничиваться лишь 
перечисленными небольшими значениями и) посвящена огромная 
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литература (см. по этому поводу гл. VI книги Л. Ф е й е ш а Тота 
[24], в частности второе издание этой книги); однако точных резуль- 
татов здесь имеется весьма немного. Оптимальные расположения 
на сфере 7, 8 и 9 точек изображены на рис. 58, а — в (на которых 
линиями соединены те точки сферы, расстояние между которыми 
равно минимальному из попарных расстояний между точками). При 




п > 9 известно решение задачи лишь для случаев п = 12, когда 
точки располагаются в вершинах вписанного в сферу правильного 
икосаэдра, а п = 24, когда точки располагаются в вершинах впи- 
санного в сферу «полуправильного» 38-гранникл, ограниченного 
32 равносторонними треугольниками и 6 квадратами (в каждой вер- 
шине многогранника сходятся 4 треугольника и 1 квадрат). 


ч( 


РЕШЕНИЯ 


1. Пусть наибольшее из девяти расстояний между вершинами 
наших двух треугольников будет равно а, и пусть М — произволь- 
ная точка треугольника АВС и ЛД — произвольная точка треуголь- 
ника АіВіСі (рис. 59). Докажем, что Л4АД ^ а. Проведем через М 
произвольную прямую, лежащую в плоско- 
сти треугольника АВС и пересекающую 
стороны этого треугольника в точках Р и 
<2. Из углов М,МР и ЛДЛ4<2 по крайней 
мере один не меньше 90°; пусть таким бу- 
дет, например, угол М,МР. В таком слу- 
чае из рассмотрения треугольника МіМР 
сразу следует, что АДР > АДМ. Далее 
пусть А В есть та сторона треугольника 
АВС, на которой лежит точка Р. Хотя бы 
один из углов МіРА и МіРВ не меньше 
90°; пусть это будет, например, угол АДРА. 
В таком случае АДА > АДР и, следова- 
тельно, АДА > ЛДМ. Поступая теперь с 
точкой М і так же, как мы раньше поступа- 
ли с точкой М, покажем, что АЛД ^ АА,, 
где А 1 — одна из вершин треугольника 
АіВ,Сі. Но по условию А А і ^ а, откуда 
и следует справедливость нашего утвер- 
ждения. 

2. Проведем через середину ЛД отрез- 
ка АіВі отрезок МіА'фА\А и отрезок 
ЛДВ'#ВіВ (рис. 60, а). При этом четырехугольник ЛДАіАА' будет 
параллелограммом 1 ); поэтому АА'фАіАД. Аналогично этому яв- 
ляется параллелограммом *) и четырехугольник ЛДВіВВ'; поэтому 
ВВ'фВіЛД. Ясно, что параллельные между собой отрезки АА' и 
ВВ', проведенные через концы отрезка АВ, лежат в одной плоско- 
сти я, проходящей через прямую АВ. Соединим теперь точку М 
с точками А' и В'; при этом в треугольниках МАЛ' и МВВ' (лежа- 
щих в одной плоскости я!) будем иметь: Д МАЛ’ Д МВВ’ (ибо 
АА'НВВ'), МА = МВ (так как точка М середина отрезка АВ) 
и АА' = ВВ' (так как АА' = А\М и ВВ' — В\М и а отрезки А г М , 
и ВіЛД равны). Следовательно, эти треугольники равны, и значит, 
А'М = В'М я Д А‘МА = Д В' МВ. Но из последнего равенства 
вытекает, что точки А', М и В' плоскости я принадлежат одной 
прямой-, таким образом, «ломаная» А'М В' составляет один отре- 



*) Этот параллелограмм может оказаться вырожденным, т. е. 
все его вершины могут принадлежать одной прямой. 
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вок, и точка М является серединой стороны А' В' треугольника 
А'МіВ'. 

Так как МіА' = АіА и МіВ' = ВіВ, то нам осталось лишь до- 
казать, что медиана МіМ треугольника А'М,В' не превосходит 
полусуммы его сторон МіА' и МіВ' и не меньше их полу разности. 
Но это устанавливается элементарно: продолжим медиану М,М за 

«Я 

'' N 



N 
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точку М на расстояние МСІ = М,Л1 и соединим <3 с А' (рис, 60, б). 
Из равенства треугольников М,В'М и СІА'М имеем М,В' = (}А'; 
следовательно, 

2М І М = М 1 <2 
и 

| ЛМ' - М,В' I = I МіА' - А' (2 I ^М^ЛМ'+Л^ЛМ'+ЛПВ', 
что нам и требовалось доказать. 

Из проведенного доказательства нетрудно также усмотреть, что 
ММ { = (ААі + ВВі) в том и только в том случае, когда отрез- 
ки АВ и АіВі лежат в одной плоскости и ААі II ВВі, а направления 
отрезков ААі и ВВі (от А к А і, соответственно от В к ВЛ о д и- 
1 

каковы; М'Мі = -^-\ААі — ВВ\ I в том и только в том случае, 

когда АВ и ЛіВ, лежат в одной плоскости, ААі II ВВі и направле- 
ния отрезков ААі и ВВі п р о т и в о п о л о ж н ы. 

3. а) Замкнутая четырехзвенная ломаная АВСй может пред- 
ставлять собой: 1) плоский выпуклый четырехугольник (рис. 61, в); 
2) плоский невыпуклый четырехугольник (рис. 61,6); 3) самопере- 
секающийся четырехугольник (рис. 61, в); 4) неплоский четырех- 
угольник (рис, 61, г). Во всех случаях 

АВС + / ВС И + ^ СИЛ + / /МВ <330°. 

В самом деле, в случае рис. 61, а эта сумма равна 360° (сумма 
углов выпуклого четырехугольника); в случае рис. 61,6 она равна 
2 /СО А (ибо /ВСО + /СВО) + (/ВАй + /АВй) = /СОМ + 
+ /АОМ = /.Си А), а /СОА «с 180°; в случае рис. 61, в та же 



сумма равна 360° — 2АА()В-, наконец, в случае рис. 61, г эта сумма 
меньше общей суммы углов двух плоских треугольников АВС и 
АйС, ибо по известному свойству тречгранных углов АВАС-\- 






Рис. 61. 


,+ АйАС < АВАй и АВСА + АОСА < АВСй. Поэтому во всех 
случаях один из четырех углов, опирающихся на «диагонали» АС 
и ВО, не больше 90°. Но если, скажем, А АВС ^ 90°, то оба отрез- 
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ка АВ и ВС не могут быть меньше — , так как иначе сторона 

АС треугольника АВС была бы меньше 1, что противоречит усло- 
вию задачи. 

Нетрудно убедиться, что ни один из отрезков АВ, ВС, СВ и 

У 2 

и А не больше — лишь в том случае, если АВСО — квадрат 




. V 2 

со стороной ~ • 

б) Если «диагонали» АС и ВО четырехугольника АВСО пере- 
секаются, то этот четырехугольник плоский, выпуклый 
(рис. 61, а). Но в таком случае 


г АВС + / ВСО + / СОА + ^ ОЛВ = 360°, 


и значит, хоть один из этих четырех углов не меньше 90°. Но если 

у 2 

/ АВС ^ 90°, то оба отрезка АВ и ВС не могут быть больше — , 
в противном случае мы имели бы АС > 1. 

іЛГ 

Все отрезки АВ, ВС, Сй и ОЛ будут не меньше - 

л/~2 

лишь в том случае, если АВСО — квадрат со стороной — — . 

в) Если «диагонали» АС и ВО четырехугольника АВСО лежат 
в одной плоскости, но не пересекаются, то этот четырехугольник — 
невыпуклый или самопересекающийся (рис. 61,6, в). Если точки А, 
В, С и О расположены как на рис. 61,6, то 

^ ВАО + / ВСО = / АОС — ^ АВС< / АОС < / АОВ + / СОВ. 


Поэтому неравенства /ВАО^/АОВ, /.ВСО > /.СОВ не могут 
выполняться одновременно, и либо АВ > ВО= 1, либо ВС > ВО = 
= 1. Если точки Л, В, С и О расположены, как на рис. 61, в, то 
хоть один из углов (выпуклого) четырехугольника АВСО не мень- 
ше 90°; но если, скажем, /А ВО ^ 90°, то Л О > ВО = 1. 

4. Будем доказывать требуемое утверждение от противного. 
Если выпуклый четырехугольник АВСО (рис. 61,6) таков, что 
АВ ^ АС, то /ВСА ^ /АВС; но в таком случае, очевидно, 

г ВСО> / ВСА> / АВО/йВС , 

и знадит, ВО > СО. Складывая это последнее неравенство с ис- 
ходным неравенством АВ ^ АС, мы получаем, что 

АВ + ВО>АС + СО. 

Но это противоречит условию задачи; значит, наше предположение 
о том, что АВ ^ АС, было неверным. 

Нетрудно видеть, что если четырехугольник АВСО невыпуклый, 
то неравенства АС + СО ^ АВ + ВО и АВ ^ АС совместимы 
(рис. 61, е). 
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5. а) Пусть N — точка, симметричная точке М относительно 
общей середины 5 отрезков АО и ВС (рис. 62). В таком случае 
четырехугольники АМЪ N и ВМСЫ — параллелограммы, второй из 
которых лежит внутри первого. Но если один выпуклый четырех- 
угольник лежит внутри другого, то периметр его меньше периметра 
второго четырехугольника; поэтому 

МА + МО + ЛІО + ЛГА ^ МВ + МС + ЫВ + N0, 

или 

ЧМА + ЧМО > ЧМВ + 2 МС, 

т. е. 

МА + МО^МВ+ МС, 


что и требовалось доказать. 

Нетрудно видеть, что равенство МА + МО = МВ + МС 
имеет место лишь тогда, когда точка М совпадает с А или с О 
(в этом случае вырожденные «параллелограммы» АМОА и ВМСМ 


М 



совпадают — они обращаются в 
дважды взятый отрезок АО). 

б) Примем за точку М пло- 
скости сначала точку А, а затем 
точку О; тогда в силу условия 
задачи получим 

АО^АВ + АС 

и (.) 

АО > ВО + СО, 


Рис. 62. 


откуда вытекает, что 
ЧАО > АВ + АС + ВО + СО. (I) 
С другой стороны, в силу неравенства треугольника имеем 

АО^АВ + ВО и ЛО<ЛС + СД (»,у 

а значит, 

ЧАО ^ АВ + ВО + АС + СО. (Ц) 


Из сравнения неравенств (I) и (II) вытекает, что 
АО = АВ + ВО + АС + СД 

но это возможно только в том случае, когда как оба неравенства' 
(*)* так и оба неравенства (**) обращаются в равенства. 

Первое из неравенств (**) обращается в равенство лишь в 
том случае, когда точка В принадлежит отрезку АВ; а второе — 
когда точка С принадлежит отрезку АО; таким образом, обе точ- 
ки В и С должны, принадлежать отрезку АО. А теперь, например, 
первое из, равенств (*) (ведь эти неравенства, как , мы знаем! 
обращаются в равенства!) дает 


АС + СО = АВ + АС, 

т. е. 

ЛЯ*=СО. 

Но последнее равенство равносильно тому, что отрезки АО и 
ВС имеют общую середину 5! 


6. а) Обозначим точки пересечения окружностей 5і и 5 2 с их 
линией центров 0і0 2 через А і, В { и А 2 , В 2 , причем пусть точка 0 2 
принадлежит лучу ОіВі, а точка О і — лучу 0 2 В 2 (рис. 63, а — в; 
если окружности 5і и 5 2 концентрические, то в качестве линии цен- 
тров можно выбрать любую из проходящих через общий центр 




и $г прямых и обозначить через А { любую из точек ее пересе- 
чения с окружностью 5і, а через А 2 — любую из точек ее пересе- 
чения с окружностью 5 2 ). Обозначим, далее, через Мі и М 2 про- 
извольные точки окружностей 5і и $ 2 . Из рассмотрения четырех- 
угольника Оі0 2 М 2 Мі, очевидно, вытекает 

+ + или М ^ АіО\ О і0 2 0 2 А 2 , 


т. е. 

Л*,М 2 < А { А 2 , 

откуда следует, что наибольшее расстояние между окружностями 
равно отрезку А\А г , т. е. ё + г і + г 2 . С другой стороны, если окруж- 
ности 5і и 5 2 не пересекаются, т. е. д. > + г 2 (рис. 63, а), или 

сі < г, — г г (рис. 63, б\ здесь мы для определенности считаем, что 
г, ^г 2 ), то из того же четырехугольника 0і0 2 М 2 М ! следует, что 

0,0 2 < 0,М, + М Х М 2 + М 2 0 2 , 

или 

М,М 2 > 0,0 2 — 0,М, — 0 2 М 2 = 0,0 2 — 0,В, — 0 2 В 2 , 

т. е. М\М 2 В { В 2 (рис. 63, а), соответственно, что 
О, А/, < 0,0 2 + 0 2 М 2 + М 2 Мі, 

или 

М { М 2 О іМ і — 0,0 2 — 0 2 М 2 = О^В) — <0 10 2 — 0 2 А 2 і 
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т. е. МіМ г > ВіЛ 2 (рис. 63,6). Таким образом, в случае рис. 63, а 
наименьшее расстояние реализует отрезок ВуВ г , а в случае 
рис. 63,6 — отрезок В\Аг, так что это наименьшее расстояние рае- 
но й г» л 2 (рис. 63, а) или Гу — а ! — г 2 (рис. 63,6). Наконец, 
если окружности 5і и 5 2 пересекаются (рис. 63, в) или касаются, то 
наименьшее расстояние между точками окружностей равно нулю. 

б) Ясно, что наибольшее расстояние между точками кругов 
Ку и Кг во всех случаях равно наибольшему расстоянию между 
точками ограничивающих эти круги окружностей 5і и $ 2 . Наимень- 
шее же расстояние между точками кругов отлично от нуля лишь 
в том случае, когда ограничивающие круги окружности лежат одна 
вне другой (см. рис. 63, а), и в этом случае оно равно наименьшему 
расстоянию между точками окружностей. 

7. а) Если Т і — меньший из двух треугольников (рис. 64), то 
расстояние от точки А і треугольника Ту (понимаемого как линия, 
а не как часть плоскости 1 )) до ближайшей к ней точки треуголь- 
ника Тг будет одним и тем же для всех 



точек Ау — оно будет равно 

/3 


У з 

6 


; поэтому 


Р(Гь Г 2 ) = 


Расстояние же от точ- 


ки А г треугольника Г 2 до ближайшей к 
ней точки треугольника Ту будет больше 
всего в том случае, когда точка А г совпа- 
дает с вершиной треугольника, причем в 

УТ 


этом случае оно равно 


поэтому 


Р (Г* Ту) = 


Кз 


б) Если Кі — меньший из двух кубов, то расстояние от точ- 
ки А у куба Ку .(понимаемого как поверхность, а не как часть про- 
странства! 2 )) до ближайшей к ней точки куба Кг будет одним 


и тем же для всех точек Ау — оно будет равно поэтому 

1 

Р (Кі, Кг)—- 2". Расстояние же от точки Аг куба Кг до ближайшей 


к ней точки куба Ку будет наибольшим тогда, когда точка А г со- 
впадает с вершиной куба, причем в этом последнем случае оно 

Уз УТГ 

равно —2~’> поэтому р (Кг, Ку)= ± -^~. 

8. Обозначим р(Ф 1 , Ф 2 ) = а, р(Ф 2 , Ф 3 ) = Ь, и пусть Л— произ- 
вольная точка фигуры Фі (см. рис. 65, а, на котором Фі, Ф 2 и Ф 2 

замкнутые кривые линии). Так как наибольшее из расстояний 
от точки фигуры Фі до самой близкой к ней точки фигуры Ф 2 рав- 
но а, то фигура Ф 2 содержит такую точку В, что расстояние от 


*) Если под треугольниками Ту и Тг понимать части плоскости, 
то расстояние р(7’ 2 , Ту) не изменится; однако расстояние р(7Т, Тг) 
будет в этом случае равно нулю. 

2 ) Если под кубами Ку и Кг понимаются части пространства, 
то расстояние р(Кг,Ку) не изменится, но расстояние р(Ку,Кг) бу- 
дет равно нулю. 
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точки А фигуры Фі до точки В фигуры Ф 2 не превосходит а. Да- 
лее, так как наибольшее из расстояний от точки фигуры Ф 2 
до самой близкой к ней точки фигуры Ф 3 равно Ь, то для точки В 




фигуры Фг можно отыскать такую точку С фигуры Фз, что рас- 
стояние от точки В фигуры Ф 2 до точки С фигуры Фз не превос- 
ходит Ь. Но из неравенств АВ ^ а и ВС ^ Ь следует, что 

ЛС<ЛВ + ВС<а + 6; 

таким образом, для каждой точки А фигуры Фі найдется такая 
точка С фигуры Фз, что ЛС< а + Ь = р(Ф ь Ф 2 ) + р(Ф 2 , Фз), т. е, 

Р (Фі. Фз) < Р (Ф., Ф 2 ) + Р (Ф 2 . Фз). 

б) Может. Так, если фигура Фі содержится в фигуре Ф 2 , а фи- 
гура Ф 2 содержится в фигуре Ф 3 (рис. 65, б; здесь Фі — Ф 3 — ч а с- 
ти плоскости, а не линии), то, очевидно, р(ф 1( ф 2 ) = 0 и 
р(Ф 2 , Фз) = 0, откуда, однако, еще вовсе не следует, что 
р(Фз, Фі) =0; таким образом, в этом случае возможно, что 

Р (Фі. Ф 2 ) = 0, р (Ф 2 , Ф 3 ) = 0, а р (Ф 3 , Ф,) > р (ф,, Ф 2 ) + р (ф 2 , Ф 3 )=0. 

9. а) Заметим прежде всего, что наименьшее расстояние от 
точки А (окружности радиуса 0) до окружности 5 с центром О 
реализуется отрезком АВ и где В | — ближайшая к А точка пере- 
сечения прямой ОА с окружностью 5 (ибо если М — произвольная 
точка окружности 5, то в обозначениях рис. 66 а, б АМ^АО — ОМ— 
= АО — ОВ\ — АВ і, соответственно АМ^ОМ — ОА = ОВ х — ОА=\ 
= АВ і); поэтому, если О А = й, а радиус окружности 5 равен г, 
то наименьшее расстояние от А до 8 равно (і — г или г — <1. 

Рассмотрим теперь две окружности 5і и 5 2 с центрами О і и 0 2 . 
Если окружность 5і расположена вне 5 2 (рис. 66, в, г), то наибо- 
лее удалена от окружности 5 2 та точка А і окружности 5і, которая 
расположена дальше всего от центра 5 2 , т. е. более далекая от Оа 
точка А і пересечения с 5і линии центров 0і0 2 обеих окружностей 
(ибо если М — произвольная точка окружности 5і, то в обозна- 
чениях рис. 66, в, г М0 2 < ЛШ, + 0,0 2 = Л^і + 0і0 2 = Л,0 2 )5 
таким образом, в этом случае р(5і, 5 2 ) = ЛіВ 2 = д + Гі — г 2 . Если 
окружность 5і расположена внутри окружности 5 2 (рис. 66, д, е), 
то ближе всего к центру 0 2 окружности $ 2 будет более близкая 
к 0 2 точка Л і пересечения с 5і линии центров 0і0 2 окружностей 
5і и 5 2 (ибо если М — произвольная точка 5і, то в обозначениях 
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рис. 66, д, е М0 2 > 0|М — 0і0 2 = 0,Лі — 0,0 2 = 0 2 Л[, соответ- 
ственно М0 2 > 0,0г — М0і = 0і0 2 — А\0\- = Л(0 2 ); поэтому 
здесь р(5і, 5 2 ) — ЛіВ 2 = т 2 — \<1 — г* | . Наконец, если окружности 
5і и 5 2 пересекаются (рис. 66, ж, з), то из внешних по отношению 









к 5 г точек окружности 5і наиболее далекой от 0 2 является та 
точка А і пересечения с 5і линии центров 0 ( 0 2 обеих окружностей, 
расстояние которой от 5 2 равно сі + Г\ — г 2 , а из внутренних по от- 
ношению к 5 2 точек окружности 5і ближе всего к 0 2 вторая точ- 
ка Аг пересечения 5і с линией центров 0і0 2 , расстояние которой 


от 5 2 равно г г —\а — Гі\; таким образом, расстояние р(5 4 , 5 2 ) 
окружности от окружности 8 2 равно в этом случае наибольшему 
из выражений й + п — г 2 и г 2 — | а — п | . 

Итак, если окружности 5, и 5 2 лежат одна вне другой 
(рис. 66, в; сюда мы включаем и случай внешнего касания двух 
окружностей), то р(5,, 5 2 ) = й + г 4 — г 2 и р (5 2 , $,) = гі + г 2 — г, ; 
поэтому Р(5і, 5 2 ) = с( + гі — гг, где для определенности принято 
Гі ^ Го. Если окружность 82 лежит внутри 5, (рис. 66, г; сюда мы 
включаем и случай внутреннего касания двух окружностей) то 
— "л і 2 > ==гі +Г‘ — Г2 и Р( * 5 2,5.) = г 2 - |гі — г, I ; здесь Р(5,,5 2 ) = 
— а + гі — Гг. Наконец, если окружности 5, и $ 2 пересекаются 
(рис. 66, ж, з), то 

р(5,, 5 2 )=шах[й+.г, -г 2 , г 2 -|й-п|] и р (5 2 , 5,) = 

т = шах [гі — г, + г 2 , г г — I а — г г | ], 

Р(5,, 8 2 ) — шах [а + г, — Г 2 , а — г, + г 2 , г 2 — \ а~г х |, г ! — I а — л 2 1 ], 

откуда без особого труда устанавливается, что если гі ^ г 2 , то 
Р (5|, 5 2 ) = а -|- г і — г 2 . 


б) Пусть Кі и Кг — круги, ограниченные окружностями 5, и $ 2 . 
Ъсли окружности 5і и 8 2 лежат одна вне другой, то, очевидно, 
_ оѴс ) Л Р і 5, ’ 52) И Р№,/Сі) = р(5 2 ,5,); поэтому. Р (К,, К 2 ) = 
^1^2'' /о ЛІ п 0К РУ ЖН0СТЬ $2 лежит внутри окружности 5і, то 
— - г к Л Р но Р (^ 2 , /Сі) = 0; поэтому здесь Р(Кі,Кг) = 

р(Ді,д 2 ) =р(5,,5 2 ) =Р(5 ь 5 2 ). Наконец, если окружности 5, 
и о 2 пересекаются, то р(Кь К 2 ) = а + г, - г 2 и р (К*, Кі) = а — 

~ то 2 с > Та ~ ЧТ0 ПрИ г '> г * имеем Р(Кі,К 2 ) =а + Гі — г 2 = 

■ ^(^1,^2). Таким образом, во всех случаях 


Р(*Ь ІС 2 ) = Р(5„ 8 2 ), 


хотя равенство р(Кі, Кг) — р(8і, 8 2 ) может и не иметь места. 

. в <ті \ ЗК КаК Р(Фі>Фг) — это наибольшая из величин 
Р(Фі,Ф 2 ) и р(Ф 2 , Фі), то в силу результата задачи 8 а) имеем 

Р (Фъ Фз) < Р (Ф,, Ф 2 ) + р (Ф 2 , Ф 3 ) < Р (Ф,, Ф 2 ) + Р (Ф 2 , ф 3 ) 
и 

Р (Фз, Фі) < р (Ф 3 , Ф 2 ) + р (Ф 2 , Ф,) < Р (Ф 2 , Ф 3 ) + Р (ф ь ф 2 ), 
откуда и следует, что 

Р(Фь Фз)=тах[р(Ф ь ф 3 ), р(ф 3 , Ф,)] ^ Р (ф,, Ф 2 ) + Р(Ф 2> ф 3 ). 

10 . а) Ясно, что р(А)=АВ 0 = тіп АВ - это радиус наи- 

ВеГ 

большего из кругов с центром А, еще заключающегося внутри 
«кляксы» Ф (рис. 67, а); величина р = тах р (А) есть радиус 

я Л е Ф 

наибольшего из всех заключенных внутри Ф кругов (рис. 67 б- со- 
ответствующий круг у. называется Вписанным кругом' фи- 
гуры Ф 1 ). Аналогично этому ѵ (А) = АС 0 = тах АС— это радиус 


*) Ср. стр. 68 и рис. 31, а, б. 


5 Д О. Шклярский и др. 
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наименьшего из всех кругов с центром А, который содержит фи- 
гуру Ф внутри себя (рис. 67, о); ѵ= тіп ѵ(4) есть радиус наи- 

Ле Ф 

меньшего из всех содержащих Ф внутри себя кругов (рис. 67,6; 
этот круг К называется Описанным кругом фигуры Ф), 
Отсюда следует, что 

р ^ ѵ. 

б) Из решения задачи а) вытекает, что равенство р = ѵ имеет 
место в том и только в том случае, когда Ф — круг (и следователь- 
но, и = К = Ф) ‘). 



И. Если МА, МВ и МС — расстояния от произвольной точки М 
плоскости до вершин равностороннего треугольника АВС, то отре- 
зок СМ не больше суммы расстояний АМ и ВМ и не меньше их 
разности (см., например, задачу 134 6) книги Д. О. Шклярский, 
Н. Н. Ченцов, И. М. Я г лом [13]); таким образом, в нашем 
случае 

• МВ — МА = 1 < МС < МВ + МА = 5. 

Предоставляем читателю самостоятельно убедиться в том, что 
расстояние СМ может принимать любое значение в интервале 
1 ^ х ^ 5, в частности может равняться 5 и может равняться I. 

12. Пусть Му и ЛЬ — две произвольные диаметрально 
противоположные точки окружности 5 радиуса 1. В таком 
случае МуМ г — 2, и следовательно, 

А1,Л , + ЛМ, > Л(,М 2 = 2, 

М уА 2 -|- М 2 А 2 ^ 2, . . . , М \ А юоо 4- М 2 А іооо ^ 2 

(МуАу + М 2 Ау = 2, если точка Ау принадлежит отрезку МуМ 2 , и 
МуАу + М 2 Аі > 2 во всех остальных случаях). Поэтому 

{М уАу М 2 Ау) А- (МуА 2 М 2 А 2 ) ... + (Му Люоо 4" М 2 А юоо) = 

= (МуАу 4- М | А 2 + . . . + М ,/Ігооо) + 

4- (А1 2 Лі М 2 А 2 + ... + М 2 А юоо 2000, 

1 ) Если определить величины р и ѵ равенствами р= зир іп( АВ 

ЛеФВеГ 

и ѵ = іп( зир АС, то их значения совпадут и для фи- 

ЛбФСб Г 

туры Ф, являющейся «почти кругом» (ер. со сноской на стр. 18). 
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и значит, хоть одна из двух точек Л1, и наверняка удовлетворяет 

условию задачи: сумма расстояний от нее до точек Лт, Л 2 А, а т 

не меньше 1000. 

13. Нам надо доказать, что все расстояния А 0 Аі, А 0 А 2 , А 0 А 3 , 

..., А(,А п меньше 3. Пусть Л/, — каКая-то из вершин Л 2 , А 3 , .... Л„ 
(поскольку Л,Иі = 1 < 3, то для вершины Л 4 нет необходимости в 
дополнительной проверке заключения задачи). Опишем вокруг тре- 
угольников Л 0 Л,А 2 , Л,Л 2 Л 3 , Л 2 Л 3 Л 4 , . ... Лл-гЛ/,-.^* окружности 
Сі, С 2 , С 3 , . .., С А _і; их центры обозначим через 0 ( , 0 2 , 0 3 , 

. . . , О й _ і (рис. 68, а, где к = 5) . 

Рассмотрим ломаную А 0 ОіО 3 О 3 ... 

■ . . 0 Л _іЛ/,. Очевидно, 

Ѵа<Л°1 + °і 0 2 + 0 2 0 3 + ••• 

•" +°й-2°*-1 + °/Ь-Л = 

= Л 0 О 1 + (О,О2 + О 2 Оз+... 


Пусть 5 ( есть середина отрезка 
А 3 Аі. Из треугольника Лі5 4 0і находим 

Л 0 О, = Л, О, = — л,5 ‘ 


соз ^ ОіЛ,5! 



со$ 


/_ ЛгЛ(Ло 


Но по условию ^ Л 2 Л,Л 0 < 120°; сле- 
довательно, ^ Л ^ Л ‘ Л ° < 60° и 


2 

Л 0 О, < 


соз 60° 

Аналогично доказывается, что 
А к°к - 1 ^ *• 



Рис. 68. 


Таким образом, нам остается только оценить длину ломаной 
Проведем через точки Л 0 и Л, окружности 
С 2 , С 3 , С ІІ _ 1 , равные соответственно окружностям С 2 , С 3 , ... 
.... С л _і; центры этих окружностей обозначим через 0 2 , 0 3 , ... 
• ••і О к _ 1 . Мы утверждаем, что 

0,02 = 0,0', о 2 о 3 =о'о'. 

^ 3°4 : ^ 3°4 ^к-'Рк-І = Ок-ъО'к-Ѵ 

Действительно, пара окружностей Сі и С 2 равна паре окружно- 
стей С, и С 2 ; если сдвинуть первую пару окружностей так, чтобы 
отрезок ЛіЛ 2 перешел в равный ему отрезок Л 0 Лі, то эта пара 
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совпадет с парой окружностей С, и С 2 *). Отсюда следует, что 
0,0. 2 = 0,0'. Аналогично пара окружностей С 2 и С 3 равна паре 
окружностей С 2 и С 3 (движение, переводящее отрезок Л 2 Л 3 в отре- 
зок Л 0 Лі, совмещает первую пару окружностей со второй); поэтому 
0.,0 3 = 0 2 0 з- Точно так же доказываются и равенства 0 3 0 4 = 
= 0 3 0 4 , .... О к _ 2 О к _ 1 = О к _ 2 О к _ ѵ 
Таким образом, 

°,° 2 + 0 2 0 3 + 0 3°4 + + °*- 2 °*-,= 

= о,о' + о'о' + о;о'+ ... +о;_ 2 о'_,. 

Но все точки О,, 0 2 , 0 3 , . . . , 0^_, расположены на перпенди- 
куляре, восставленном к отрезку ЛоЛ, в его середине 5!. Если обо- 
значить середины отрезков Л,Л 2 , Л 2 Л 3 , ..., Аь- 2 Ак-і через 5 2 , 5 3 , ... 
(рис. 68,6), то легко получить 

0,5, = Л, 5, ^ О, Л, 5, ^ А2 2 л,а °- , 

О' 5, = 0,5 2 = Л ,5 2 1 8 ^ 0 2 Л 2 5 2 = у іе 

0'5, = 0 3 5 3 = А ,5 3 (д ^ 0 3 Л 3 5 3 = у і ё ■ ^ А ^ Аг -, 


°&-і 5 і = О к _ 1 8 к _ 1 — Л а _,5(,_, / О к _\ А к _ і 8 к _ х — 

1 і ^ А к А к-\ А к-2 

= Т‘ 8 2 • 

А так как по условию задачи _ 

60° < ^ Л 0 Л,Л 2 < ^ Л,Л 2 Лз < . . . < ^ Л,_ 2 Л,_, А к < 120°, 

ТО 

у і 8 30° < 0,5, < 0 2 5, < 0 3 5, < . . . < 0;_,5, < -і- Ід60°. 

Из последних неравенств вытекает 

о,о' + о'о' + о'о; + . . . + о;_ 2 о;_, = о,о;_, = 

= о^_,5, - 0,5, < у (іе 60° - іе 30°) 

<) Последнее условие, по существу, должно быть включено в оп- 
ределение окружности С 2 (ибо через точки Л 0 и Л, проходят 
две окружности, равные С 2 ; нам из них надо выделить одну). Ана- 
логичное замечание можно сделать и об окружностях С 3 , С 4 и т. д. 
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и, значит, 

0 [ 0 2 + 0 2 0 3 + 0 3 0 4 + 


+ Оь-іОь-і < — (( е 60° — 1 е 30°) = 

т КЗ \ )/з 




+ О к _ і О к _ [ ) + О к _ і А к < ! 
Кз 


< 1 


■ + 1 <2,58<3, 


откуда окончательно имеем 
Ѵа<^о 0 і + ( 0 і0 2 + 0 2 0 3 + 

что и требовалось доказать. 

Примечание. Было бы интересно определить точное значение 
іпг Я 0 А п (относительно обозначений см. стр. 17), достигаемое в ус- 
ловиях задачи 13, а также обдумать вопрос о том, нельзя ли те 
или иные из этих условий ослабить или отбросить. 

И. Мы утверждаем, что искомым является квадрат АА Х ВВ, диа- 
гональю которого является отрезок АВ ■ сумма расстояний от ' А до 
вершин этого квадрата равна 

АВ + ААі + АВ Х = АВ { 1 + ^2) = ( 1 + \^2) й. 

В самом деле, пусть СОЕР — произвольный 
квадрат со стороной к, на границе которого 
лежат точки А и В (рис. 69; точка А лежит 
на стороне СО). Очевидно, что 

АС + АО = к, АЕ>к. АР^к, 

следовательно, наибольшим среди отрезков 
АС, Ар, АЕ, АР является один из отрезков АЕ 
или АР. Пусть, например, это будет отрезок 

^лсІ аК как из всех точек границы квадрата 

СОЕР от точки А наиболее удалена одна из Рис. 69. 

его вершин (ср. с задачей 1), то АВ^АР. 

Далее, из всех пар точек квадрата СОЕР наиболее удалены 
друг от друга вершины С и Е (или 7) и Р; ср. ниже задачу 78 а)) - 
поэтому . 



Отсюда имеем 


АВ < СЕ = V 2 к. 


АЕ^к> 


V 2 


АВ; 


АС + АО = к > у— АВ 
поэтому, так как АР ^ АВ, 

АС + АО + АЕ + АР > — ^=г АВ + —К. АВ + АВ = АВ( 1 + у г 2). 


V 2 


Легко видеть, что знак равенства имеет место только для 
квадрата АА Х ВВ Х , т. е. только этот квадрат — искомый. 
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15. Продолжим отрезки Л 2 Л 3 до пересечения с ( 4 в точке С и 
ВАі до пересечения с АгС в точке О (рис. 70, а). Если обозначить 
О А і = х, А 2 А з = у и ОВ = г, то, поскольку АгС — А, О (ибо 



А\А 2 СО — параллелограмм) и Л 3 Д = ОВ (ибо Л 3 ДВО — параллело- 
грамм), будем иметь АгС — х, Л 3 С — х — у и Л 3 Д = 2 . Далее за- 
метим, что в подобных треугольниках Л 2 ОС и Л 3 Л 4 С (напомним, что 
АзА і \\А 2 0\) отрезки А г А 3 и А 3 0 являются соответственными (ибо 
ОАз || Л 4 Д); поэтому 

А г С А Л С х х — у 

~ Л 3 0 ’ Т ' е ' у г ’ 

ИЛИ 

Х2 = у (Х — у). 

Далее: 

а) Хоть один из отрезков у и х — у , в сумме составляющих от- 
резок х, не превосходит половины этого отрезка, а второй из них 
меньше самого отрезка х. Поэтому 


У 


(х-уХ — х 



и, следовательно, 

х2<-^х 2 , т. е. г<-~-х. 
б) Из этого же равенства хг = у(х — у) имеем 
хг = х, /-г/2 = ±__(±__ л . г/ + г/ 2) = Д_ < 

поскольку ГЗ? 0 ; поэтому 


х^_ 
4 ’ 



Это неравенство обращается в равенство в том случае, когда 
у = ту- и — У — 0 (см., например, рис. 70,6, на котором все углы 
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А\ 0А 2 , А 2 ОАз, А 3 ОА 4 и А 4 ОВ равны между собой); поэтому оно 
не может быть улучшено. 

16. В силу теоремы о вписанном угле имеем 


А, = у ѵ А 2 А 3 А 7 = 180° - у ^Л 7 Л,Л 2> 

^ Л 3 = 180° - у ^ А 2 А 3 А 4 , АА в = 180° - у ^А 4 А 5 А а 
(сделайте чертеж!), откуда 

^ А { + ^ Л 3 + ^ Л 5 = 3 • 180° - у ^Л 7 Л,Л 2 ... Л 6 = 


= 540° - у (360° - ^Л в Л 7 ) = 360° + у ^Л 3 Л 7 . 

Но поскольку центр описанной вокруг семиугольника ЛіЛ 3 . ..Л 7 
окружности лежит внутри семиугольника, ^Л 3 Л 7 < 180°, и значит. 

^ Л, + А А 3 + А А в < 360° + у 180° = 450°. 

17 . Пусть АВ — самая близкая к рассматриваемой точке М из 
всех диагоналей и сторон нашего правильного «-угольника. Если 
точка М принадлежит диагонали АВ, то /.АОВ = 180°; если же 
она не принадлежит АВ, то так как точка М лежит внутри мно- 
гоугольника, найдется такая соседняя с В вершина С, что С и М 
лежат по одну сторону прямой АВ (сделайте чертеж). Ясно, что 
1 1 80° 

А ВАС — у- • 360° = — — . Но точка М не больше удалена от 

диагонали АВ, чем от ЛС; поэтому она лежит между биссектри- 
сой АК угла АВАС и диагональю АВ (может быть, на АК), и 
значит, 

^ МАВ^А КАВ =-^~ ; 


аналогично 


Теперь имеем 

и 


^ МВА < 


180° 

2 а • 


./ АМВ< 180° 


^ АМВ = 180° — ^ МАВ — А МВА > 180°- = 180°(і - у-). 


что и требовалось доказать. 

18. а) Не представляет труда построение ААВС с заданным 
(острым) углом /.А = а такого, что биссектриса АО, высота СН 
и медиана ВМ пересекаются в одной точке (): достаточно отложить 
на стороне АО угла 11АѴ = а произвольный отрезок АС, опустить 
из С на АѴ перпендикуляр СН (высоту будущего треугольника 
АВС ) и соединить середину М отрезка АС с точкой <2 пересечения 
СН и биссектрисы А\Ѵ угла ІІАѴ (и треугольника ЛСВ); прямая МС} 
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будет являться медианой искомого треугольника, а точка В пере- 
сечения ТИС? и АѴ — его вершиной (рис. 71). Из построения, в част- 
ности, следует, что заданием угла а искомый треугольник опреде- 
ляется «однозначно с точностью до подобия»: это значит, что, заме- 
нив отрезок АС каким-либо иным отрезком АС, мы придем к 

Л АС'В' со Д АСВ, т. е. углы А АВС 
полностью определяются зада- 
нием величины а < 90°. 

Нам осталось убедиться, что, 
если а ^ 45°, то / АСВ = у тупой. 
Для этого проведем через С прямую 
СЕ (где Е принадлежит лучу АѴ) 
так, что / ѴСЕ = 2а; при этом 
Д АСЕ — 180° — 2а 3= 90° > а (если 
а ^ 45°), и значит, А Е > СЕ. С дру- 
гой стороны, так как / ЛЕС = а, 
то А АСЕ равнобедренный; прямая 
СН ± АЕ — его биссектриса и, зна- 
чит, ЕС } — третья биссектриса Д АСЕ. 
Но так как АЕ > СЕ, то ЕС} пере- 
секает АМ в точке Е, расположенной 



„ / . АЕ АЕ АМ ,\ 

и С ^ибо _ = _>!, а - ШГ = 1 ) » откуда, 


в свою 


между М 

очередь, вытекает, что рС} пересекает сторону АВ треугольника 
АМВ, т. е. Е расположено между А и В. Но отсюда следует, что 
/.АСВ > /АСЕ ^ 90°, что и требовалось доказать. 

б) Заметим прежде всего, что при увеличении угла ІІАѴ = а 
от 0 до 90° отвечающий а угол АСВ = у монотонно убывает. При 
вращении луча АѴ рис. 71 вокруг А в таком направлении, что а 
возрастает, угол уі = АСН = 90° — а, разумеется, убывает-, дока- 
жем, что при этом убывает и у 2 = НСВ, а значит, и у = уі + у 2 . 
„ , ВН АН АН „ АН 

Ясно, что ід Ѵг = ~ЩГ = ТГсГ : ~ВН' Но_ ЯС' ==С еа Убывает 


с ростом а; покажем, что 


АН 

ВН 


с ростом а растет, откуда и 


будет следовать, что ід у 2 убывает с ростом а, т. е. что с ростом а 
убывает у 2 _ 

Проведем прямую СВ'\\МВ (где В' — точка луча АѴ). Так 
как АМ = МС, то ВВ' — АВ\ поэтому, поскольку - 
и АС} — биссектриса Д АСН, 

АВ ВВ' СС> АС 1 
ВН 


ВН 

АВ 


С}Н 


АН 


Отсюда следует, что с ростом а растет (ибо соэ а убывает), 

АН АВ 

а значит, растет с ростом а и -тттг = -тгг, 1> что и завер- 

ип ап 

шает рассуждение. 

Таким образом, при росте а от 0 до некоторого угла а 0 (где 
а 0 > 45° в силу результата задачи а)) угол у= /АСВ будет ту- 
пым; в пределах же ао < а < 90° угол у будет острым. Нам ос- 
тается лишь определить величину а й . Для этого изменим рис. 71 
таким образом, чтобы на новом чертеже (где точки В, Н, С} и В' 
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заменены на В 0 , Н 0 , (? 0 и В д и вместо а мы пишем а 0 ) было 

СВ о _1_ АС, т. е. / АСВо — у — 90°. По-прежнему мы имеем 
АВ 0 1 нт 

но так как ДЛС7/ 0 и ААСВ 0 — прямоугольные 


В 0 Н 0 соза 0 

с острым углом осо, то, полагая АС — 1, получаем АН 0 = сов а 0 , 
АВ 0 — 1/соз а 0 и В 0 Н 0 = 1/соз ао — соз а 0 , так что 


1/соз а 0 


1/соз а 0 — соз а 0 соз а 0 


или 


1 — соз 2 а 0 = соз а 0 , 


соз 2 а 0 + соз а 0 — 1 = 0, 

откуда без труда получаем (ведь угол а 0 острый!) 


соз а 0 = 


/5-1 


а 0 = агссоз - 


/5-1 


51° 50'. 


Итак, с условиями задачи совместимы следующие значения 
угла а: 

90°>а>а 0 * 51° 50'. 

19. Пусть АС і — диагональ куба К — ЛВСОЛіВіСіЛі, а М — 
точка поверхности К, принадлежащая, скажем, грани АВСй. Най- 
дем сначала наибольшее значение /АМС і. Мы имеем (сде- 
лайте чертеж!) 

Д ЛМС, = 180° - / С,ЛМ - / АС,М. 


Но /С,АМ между диагональю АС і и лучом АМ плоскости АВСй 
будет, как известно^ меньше всего в том случае, когда АМ совпа- 
дает с проекцией АС «наклонной» АС і на плоскость АВСй, 

т. е. /С І АМ = /СіАС — где, очевидно, І6 Р — ^ > 

откуда по таблицам находим (5 яг 35° 15' 52". А так как наименьшее 
значение /АСіМ = 0, то 

^ АМС, = 180° — /. С,АМ — / АС,М < 180° — Р = а(« 144° 44' 08"), 

л/~2 

где а можно определить равенством 1д а=— 1др= _ При этом 

ясно, что, выбирая точку М на луче АС достаточно близко к А, 
мы можем добиться того, чтобы /АМС, был сколь угодно 
близокк а. 

Найдем теперь наименьшее значение /.АМС і. Опишем во- 
круг К сферу а; ясно, что АС , — диаметр а и что поэтому из лю- 
бой точки а отрезок АС, виден под углом 90°. А так как из всех 
точек внутри окружности ее диаметр виден под углом >90°, то 
из всех точек внутри а отрезок АС виден под углом >90°; сле- 
довательно, для всех точек М поверхности К имеем /АМС і > 90° 
и лишь для 6 (отличных от Л и Сі) вершин К (они принадлежат а) / 
этот угол равен 90°. 

Итак, ' ’ 

90° < Д ЛЛ4С,<а(~ 144° 44' 08"), 
причем эти неравенства дальше уже улучшить нельзя. 
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20. Ясно, что если Я < то требуемого отрезка АВ не су- 
ществует; поэтому можно считать, что В 4- (и Я^г). Если от- 
резок АВ сдвинуть параллельно, скажем в направлении опущенного 
из О на АВ перпендикуляра, удаляя АВ от О, то АЛОВ умень- 
шится; поэтому можно считать, что один из концов АВ, скажем А, 
принадлежит большей окружности 5; при этом В принадлежит 
заключенной внутри 5 дуге о = ^В,В 2 радиуса 1 с центром А, 
где В і принадлежит 5, а Вг — меньшей окружности а или отрезку 
РА (сделайте чертеж!). 

Проведем из О касательную ОВ 0 к содержащей а окружности. 
Если точка В 0 принадлежит о, то при движении точки В по а угол 
АОВ = а сначала увеличивается до значения АОВо, а затем начи- 
нает уменьшаться; если Во не принадлежит о, то а при движении 
В от В і до Вг изменяется монотонно. Таким образом, во всех слу- 
чаях шіп а отвечает совпадению В с Ві или с Вг. 

Если Я — г ^ 1, то шіп а = 0, и он отвечает точке В 2 отрез- 
ка ОА. Если Я—г<.1, то из (равнобедренного!) Л ОАВі и из 
А ОАВг получаем 


и 


Но 


зш 


А ЛОВ, 


1 

2Я 


а соз А АОВ | = 1 


2Я 2 , 


соз /_ ЛОВ 2 = 


Я 2 + г 2 - і 
2 Яг 


Я 1 + г 2 - I 
2 Яг 


1 \ Я 3 + Яг 2 — Я — 2Я 2 г 4- г 

2 Я 2 ) 2 Я 2 г 

(Я - г) (Я 2 - Яг - \) Я- г і 

2 Я 2 г 2 Яг ' 



)• 


откуда следует, что 
если г 

и следовательно, 


| ^ В то соз /_ АОВ 2 1 ^ соз ^ АОВ ь 

г лов 2 |^ г лов,. 


Окончательно получаем: если г^Я ту-, то шіпа= А ЛОВ, = 

Я 

= 2агсзіп^-; если Я — 1 < г < Я — то тіпа=^ЛОВ 2 = 
Я 2 + г 2 — 1 

= агссоз 2^: > если г < /? — 1, то 'тіп а =0. 


Примечание. Аналогично можно решить и вопрос о наи- 
большем возможном значении А ЛОВ = а; при этом можно счи- 
тать, что точка В принадлежит окружности 5, а Л — дуге с центром 
В и ■ радиусом 1, заключенной внутри рассматриваемого кольца. 
Анализ соответствующей задачи о возможных значениях угла а 
требует различения 14 (!) случаев (ср. с задачей 44 книги [4]). 
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21. Пусть 1 1, / 2 , 1„ — какие-то п лучей, выходящих из 

точки О. Если лучи /і и / 2 направлены в противоположные сторо- 
ны, то /.(и, 1 2 ) = 180° и для любого третьего луча / 3 сумма 
^ (Іі, Із) + ^ (к, Із) == 180° (независимо от положения / 3 ). Исклю- 
чим теперь из нашей системы все пары противоположно направлен- 
ных лучей; пусть / 2 , / 2 , ..., / т (где т ^ п ) — оставшиеся лучи. 
Закрепим лучи Із, ..., І т , а луч / 1 будем поворачивать; рассмот- 
рим сумму 


^ ^ (/.. І2 ) + ^ (1\, Із) + ... + /_ (Іі, І т ) 

и выясним, как изменится сумма Т при повороте луча 1\ на ка- 
кой-то малый угол <р в положение /[, т. е. сравним с суммой Т', 
получаемой из Т при замене луча к лучом /[. Нетрудно видеть, чго 
сумма /. может убывать как при малом повороте к вокруг О в 
одном направлении, так и при повороте в противоположном на- 
правлении лишь в том случае, еслй в начальный момент луч к был 
противоположен одному из лучей / 2 , . . . , І т (и следовательно, при 
повороте / 1 в любом направлении угол / ( с этим лучом убывает); 
это, однако, невозможно, так как мы уже выкинули все пары 
взаимно противоположных лучей. Таким образом, при вращении 
луча Л на малый угол ф в каком-то одном направлении сумма Т 
не будет убывать. При этом могут иметь место два случая: либо і 
остается постоянной при всех положениях луча к — и тогда мы 
направим / ( противоположно / 2 и затем отбросим оба эти луча; либо 
при вращении / 1 в рассматриваемом направлении к сначала воз- 
растает, а при переходе луча к через некоторое положение опа 
начнет убывать (если сумма к непостоянна, то она не может все 
время возрастать, так как при повороте к на 360° сумма к при- 
ходит к своему прежнему значению) . Но к может начать убывать 
при переходе 1 1 через положения лишь в том случае, если угол к 
с одним из лучей 1 2 І т сначала возрастал, а при переходе че- 

рез / ] начал убывать, т. е. если противоположен одному 
из лучей к, ..., І т . В этом случае мы повернем луч к до положе- 
ния / 1 , а затем отбросим 1° вместе с противоположным ему лучом; 
при этом общее число лучей уменьшится на два. 

Продолжая поступать таким же образом, мы сможем дойти до 
такого положения, когда у нас либо останется единственный 
луч, либо не останется ни одного луча. Таким образом, не умень- 
шая суммы попарных углов меокду лучами, произвольную систему п 
лучей можно заменить совокупностью к пар противоположно на- 
правленных лучей (если п = 2к четно) или совокупностью к пар 
противоположно направленных лучей и еще одного луча (если п = 
= 2* + 1 нечетно). В последних двух случаях сумма всевоз- 
можных попарных углов между лучами соответственно равна 

к 2 - 180° или (к 2 + к) • 180°; 

она не зависит от расположения лучей (такого, что выполняются 
сформулированные выше условия) и является наибольшей из 
всех возможных. 
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22. Рассмотрим какие-либо три последовательных луча ОХ ( _., 
ОХ і и ОХ 1 + ѵ где 2^Д<!6 — 1 ‘), и поменяем местами отрезки х і и х ( + 1 , 
так что н&ѵ\\сЛ2Х і _\Х і =х' і х' і) ^=х і нХ і Х і + [ =Х;_,а'=х . + І . Рас- 
стояние ОХ 1 _ 1 =г { _ і ^из теоремы Пифагора следует, что оно равно 

V х 2 + х| + ... + х 2 _ и ибо ОХ^х, (= г [ ),ОХ 2 =\^х 2 + ХІ(=Г 2 ), 
ОХ з = V г \ + X] = V хі + х\ + х| (=г 3 ), и т - Д-) мы обозначим 
просто через г, тогда ОХ с = V г 2 + х] (= г ;)> ОХ\ = ]/ г 2 + *2 +і 

( = г 0’ ^Л-1 ~ОХ 1+1 = Ѵ^г 2 + х? + х 2 і+і (= г /+1 ), так что точки 

Х і+І и х' і+1 принадлежат одной ок- 
ружности с центром О (и радиусом 
/" і + 1 ). Докажем, что 

если х ь <х 1+1 , то ХХ І _ 1 ОХ і+1 > 
> X. Х 1 _ { ОХ' 1 + ] (и значит , 

ххрх^ххрх'^). 



задачи, ибо, меняя последовательно 
местами пары соседних отрезков Хі 
и Хі+і, мы можем расположить эти 
отрезки в возрастающем порядке — 
и при этом X ХіОХц увеличится, или расположить их в убывающем 
порядке — и при этом ХХ\ ОХь уменьшится. 

Нам, очевидно, достаточно убедиться, что при х і <х і+І точка 
Х і+1 расположена дальше от прямой Х^Х^ чем точка х' і+1 , 
т. е. что Х І + І Р >Х' І+[ Р', где Р и Р' — проекции точек Х 1+1 и х ' і+1 
на Х 1 _ 1 Х 1 . Но из подобия (прямоугольных) треугольников ОХ і _\Х. 


и Х,Х. .Р следует, что 


Х і^ Р 


Х і-Х Х і 


і і + 1 
Х 1 


Х і Х і + . 


ОХ, 


т. е. 


х ш р 

х і + 1 


:, откуда Х І + 1 Р 


. Точно так же (с исполь- 


л/~ ; — г’ і+г л/т ~, — 5 

ѴѴ+Х, \г\.х\ 

зованием того, что Л ОХ^^х'і оо Д х' і х' і+1 Р ) выводим 


*і+і* 


Т'* 


') На рис. 72 изображен случай і> 1; случай і— 1, где надо 
положить Хі - і = О (этот случай является более простым) предо- 
ставляем рассмотреть читателю. 
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откуда уже и следует, что при х і <х ( + ] 

Х і+ іР>Х'і +1 Р' и ^.Хі- { ОХ і+1 >г х^ох'і^. 

23. Перенесем параллельно все наши прямые так, чтобы они 
проходили через фиксированную точку О. Полученные 7 прямых 
разделят полный угол с вершиной О на 14 частей; поэтому хоть 
один из углов будет меньше (или в случае равенства всех углов — 

не больше) чем = 25 -у <26°. Но углы между перенесен- 

ными прямыми будут равны углам между исходными прямыми, что 
и доказывает утверждение задачи. 

24. Наибольшее число острых углов в выпуклом я-угольнике 
равно трем оно не зависит от я. Действительно, сумма всех внеш- 
них углов я-угольника всегда равна Ай. Но если бы какой-либо 
я-угольник (я ^ 4) имел четыре острых внутренних угла, то внеш- 
ние углы, дополнительные к этим внутренним углам, были бы ту- 
пыми, и их сумма была бы больше Ай\ поэтому сумма всех внеш- 
них углов и подавно была бы больше Ай. Тб, что при любом я ^ 3 
существует я-угольник, имеющий три острых угла, почти очевидно. 

25. Начнем с замечания, используемого в решении этой и мно- 

гих последующих задач. Пусть на плоскости задано какое-либо ко- 
нечное число я точек; тогда либо все эти точки АД, АД М п 

принадлежат одной прямой, либо существует выпуклый т-угольник 
1 (где т ^ я) с вершинами в т из этих точек такой, что осталь- 
ные я т точек (их может и не быть, если т = я) расположены 
внутри или на границе Т (многоугольник Т называется выпуклой 
оболочкой наших точек). Для доказательства рассмотрим пря- 
мую I такую, что все точки лежат по одну сторону от /', скажем, 
вертикальную прямую, расположенную слева от всех точек. Будем 
двигать I вправо до тех пор, пока она не «упрется» в одну из на- 
ших точек (которую мы обозначим буквой АД). Затем будем вра- 
щать полученную прямую I вокруг АД, скажем, в направлении вра- 
щения часовой стрелки, до тех пор, пока она не «упрется» в еще 
одну из наших точек — в точку ЛД; полученную прямую обозначим 

і (I может и совпасть с Д; если Д проходит через 3 или более из 
наших точек, то пусть АД — самая далекая от ЛД из этих точек; 
если все точки принадлежат Д, то рассуждение на этом кончается). 
Подобным же образом мы будем затем вращать Д вокруг АД в на- 
правлении вращения часовой стрелки до положения Д, где Д про- 
ходит через ЛД и еще через одну точку ЛД; затем будем вращать Д 
вокруг АД до положения Д, где Д проходит через ЛД и еще через 
одну точку ЛД, и т. д. Окончательно мы получим я-угольник 
Т == МіМ 2 ... Л4 т со сторонами Д, Д, І т , заключающий внутри 
себя и на границе все наши точки *). 

а ) в ) Заметим прежде всего, что если точки расположены 
так, что одна или несколько из них лежат внутри выпуклого 


*) Вот заимствованное не из математики, а из обыденной жиз- 
ни рассуждение, представляющееся, однако, достаточно убедитель- 
ным. Будем считать, что наши точки — это колышки на поверхности 
земли (на плоскости); набросим на эти колышки резиновую ленту, 
которая стремится сжаться и стать возможно более короткой; то- 
гда эта лента и примет форму искомого многоугольника Т. 
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многоугольника Т с вершинами в остальных точках 1 ), то хоть один 
из образованных этими точками углов ^ 30° (т. е. < 45°; < 36°) : 
в том случае, когда точка О лежит внутри треугольника Т = АВС 
с вершинами в трех других точках (рис. 73, а)), это следует из того, 
что сумма 6 углов ВАО, САО\ АВй, СВй\ ВСй, АСй равна 180°, 

1 80° 

и значит, хоть один из этих углов < — — = 30°; если же Т имеет 


больше 3 сторон (рис. 73,6), то, 


принта к предыдущему 




случаю, достаточно разбить Т на треугольники диагоналями, выхо- 
дящими из одной вершины. Таким образом, нам остается лишь 
рассмотреть случай, когда данные точки являются вершинами вы- 
пуклого четырехугольника (рис. 73, в; задача а)), пятиугольника 
(рис. 73, г; задача б)) или шестиугольника (рис. 73,6; задача в)). 
Но в случае рис. 73, в сумма 8 углов ВАС, Е>АС\ АВй< СВй\ ВСА, 

ОСА-, СОВ, АйВ равна 360°, и значит, хоть один из них< — - — = 

= 45°; в изображенном на рис. 73, г случае сумма 15 углов ВАС, 
С АО, йАЕ; АВЕ, ЕВО, йВС; . . . ; ЭЕС, СЕВ, ВЕА равна 
180° (5 — 2) = 3- 180°, и хоть один из них <1 15^ ~~ 

в изображенном на рис. 73, д случае сумма 24 углов ВАС, САО, 
ОАЕ, ЕЛЕ- АВР, РВЕ, ЕВО, ОВС-, . . . ; ЕРО, ОРС, СРВ, ВРА рав- 
на 180° (6 — 2) = 4-180°, и хоть один из этих углов ^ ^ — = 30°. 


') Мы считаем, что никакие три из наших точек не принадле- 
жат одной прямой, ибо в противном случае нечего доказывать — 
см. подстрочное примечание на стр. 25. 
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Если наши точки расположены в вершинах правильного четы- 
рехугольника (квадрата), пятиугольника или шестиугольника, то ни 
один из треугольников с вершинами 
в трех из наших точек не имеет 
угла, большего 45° (соответствен- 
но > 36°; > 30°) . 

г) Пусть точки М і, М 2 , 

..., /VI „ пронумерованы так, что 
^ М п М]М 2 — угол выпуклого т-уголь- 
ника Т (где т ^ п), внутри и 
на границе которого расположены 
все наши точки, и что лучи МіМ 2 , 

М,М 3 , М,Мі, .... М,М МіМ п 
следуют один за другим в этом 
именно порядке (рис. 74; все эти 
лучи проходят внутри и по границе Рис. 74. 

угла М 2 М,М п ; некоторые из них мо- 
гут и совпадать). Если N — точка на продолжении луча МіМ„ за 
точку М,, то 

180° = /. ЫМ\М п — А. ЛШ,М 2 + А М 2 М\М п = 

= (г м І м 2 м п + а м,м п м 2 ) + (г м 2 м х м ъ + г м 3 МіМ<+ ... 

... + /. Мп-іМ^Мп). 


п углов 

Поэтому, если все углы ЛІіА^АІ* (где і, к = 1, 2, ..., п) не 
меньше а, то 

іяп° 

180° па, и значит, а^- — -. (».) 

п ѵ 



Если наши п точек совпадают с вершинами правильного 

180° 

п-угольника, то ни один из углов МіМіМі, не меньше — . При 

п 

этом, для того чтобы неравенство (*) обращалось в равенство, не- 
обходимо, чтобы выполнялись следующие условия (и чтобы эти 
условия имели место для каждой вершины многоугольника Л): 

( 180° \ 

— = см, т. е. чтобы было 

М>М 2 = М,М п (и чтобы были равны каждые две соседние сто- 
роны многоугольника Т, т. е. чтобы этот многоугольник был равно- 
сторонним),; І 

2 ) / М 2 М Х М„ = ^ М 2 М Х М Ъ + ./ М 2 М;М< + . . . 

, . ,, ,, ,, 186° (я — 2) . 

... + Л М п -іМ\М п = (= (п — 2) а) — и таким же было 

бы значение каждого угла многоугольника М, т. е. чтобы этот 


многоугольник был равноугольным углом’ 


, 180° (п - 2) 


Таким образом, ни один из углов не меньше 


180° 


только для системы п точек, 
вильного я-угольника. 


совпадающей с вершинами пра- 
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26. Снова начнем с построения выпуклого многоугольника Т 
(выпуклой оболочки наших точек; см. начало решения задачи 25), 
внутри и на границе которого расположены все наши точки, а вер- 
шины совпадают с какими-то из них. Далее, если точка Д лежит 
внутри А АВС = Т (рис. 73, а), то поскольку /. АйВ + Д ВИС + 
+ Д СДЛ = 360°, то хоть один из углов АОВ , ВИС, СДЛ будет 


120° (т. е. >90°; 

О 


>108°); если же точка Е лежит внутри 


т-угольника Т с вершинами в пг из наших точек, где пг > 4, то 
достаточно разбить Т на треугольники диагоналями, выходящими 
из одной вершины (рис. 73,6). Таким образом, остается рассмот- 
реть случай, когда данные точки являются вершинами выпуклого 
многоугольника. 

Но сумма углов выпуклого «-угольника, где п — 4, 5 и 6, соот- 
ветственно равна 180° (4 — 2) = 360°, 180°-3 и 180° -4; поэтому хоть 


один угол выпуклого четырехугольника ^ 


360° 


‘ 90°, хоть один 


угол выпуклого пятиугольника ^ 


3- 180° 


108° и хоть один угол 


.4-180° 

выпуклого шестиугольника > — = 120 , что и доказывает утвер- 


ждения задачи. 

Из решения задач а) — в) следует, что никакие три из наших 
точек не образуют треугольника с углом, большим 90°, соответ- 
ственно большим 108° или 120°, лишь в том случае, когда точки 
являются вершинами выпуклого равноугольного четырехугольника 
(прямоугольника), равноугольного пятиугольника или равноуголь- 
ного шестиугольника (см. также начало решения задачи 27). 

27. а) Заметим, что если из числа шести точек А, В, С, Д, Е, Р 
плоскости нельзя выбрать трех, образующих треугольник с боль- 
шим 120° углом, то эти шесть точек обязательно являются верши- 
нами шестиугольника, все углы которого равны 120° (ср. с реше- 
нием задачи 26 в)). В самом деле, если точки Д, Е и Р лежат внут- 
ри треугольника Т = АВС (ср. рис. 73, а), то каждый из углов 
АОВ, ВйС и СДЛ 120°, лишь если Д — точка, из которой все 
стороны треугольника видны под углом в 120°; но также и каждый 
из углов А ЕВ, ВЕС, СЕ А не превосходит 120° лишь в аналогичном 
случае, что невозможно, если точки Ди Е различны 1 ). Если точки 
Е и Р лежат внутри выпуклого четырехугольника Т = АВСй, то Е 
обязательно принадлежит двум треугольникам с вершинами в на- 
ших точках, например треугольникам АВС и ЛВД; но тогда, со- 
гласно сказанному выше, ни один из образованных нашими точка- 
ми углов не превосходит 120° лишь в том случае, если из Е все 
стороны обоих треугольников видны под углами в 120°, что явно 
невозможно. Так же опровергается и предположение, что точка Р 
лежит внутри выпуклого пятиугольника Т щ АВСйЕ, когда она 
тоже обязательно принадлежит сразу нескольким треугольни- 
кам с вершинами в наших точках. 




•) Нетрудно видеть, что внутри треугольника имеется либо 
единственная точка, из которой все стороны треугольника 
видны под углами в 120°, либо ни одной такой точки (ср. с ре- 
шением задачи 75 книги [4]). 
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Предположим теперь, что нам дано больше шести точек 
плоскости. Если никакие три из них не образуют треугольника с 
большим 120° углом, то первые шесть точек А, В- С, В, В, Р долж- 
ны образовывать шестиугольник, все углы которого равны 120 е1 . 
Если же О — еще какая-то из наших точек, то и шесть точек А, В, 
С, В, В и О также должны являться вершинами шестиугольника, 
все углы которого равны 120°; по это явно невозможно, если О от- 
лична от Р. 

б) Пусть ЛВСВВВ — произвольный шестиугольник, все углы 
которого равны 120°. В таком случае ни один из треугольников, об- 
разованных тремя из точек А, В, С, В, В и В, не имеет большего 
120° угла (ср. с решениями задач 26 в) , 27а)). Пусть, далее, О — 
точка биссектрисы ВО угла АРЕ, очень близкая к вершине В 



Рис. 75. 


(рис. 75, а). Если заменить точку В точкой О, то мы придем к ше- 
стиугольнику АВСйЕО, весьма близкому к шестиугольнику 
ЛВСВВВ; при этом все углы каждого из треугольников, образован- 
ных любыми тремя из точек А, В, С, В), В и О будут не превосхо- 
дить наибольшего из углов шестиугольника АВсВеО (угла АСЕ), 
который можно сделать сколь угодно близкими к 120° и, в частно- 
сти, меньшим угла <р, — для этого надо только выбрать точку О так, 
чтобы расстояние ВО было достаточно мало. Таким образом, нам 
остается лишь проследить за тем, чтобы все углы треугольников 
АРО, ВРО, СРО, йРО и ЕРС были меньше ф. 

Ясно, что поскольку /. АРО = /. ЕРО = 60°, то треугольники 
АРО и ЕРО никак не могут иметь большего 120“ угла; поэтому 
условие задачи будет выполнено, если мы добьемся, чтобы наиболь- 
шие углы треугольников ВРО, СРО и ВВО были меньше ф. Но если 
стороны АВ и Ей очень малы (по сравнению со сторонами РА 
и РЕ), то направления сторон ВВ и СВ треугольника ВРО будут 
очень близки к направлению стороны РА шестиугольника, а направ- 
ления сторон ВВ и ОВ треугольника ВВС — к направлению сто- 
роны ВВ шестиугольника: ведь для того, чтобы попасть из точки В 
в точку В, надо сместиться в направлении РА на расстояние РА, 
а затем сместиться из точки А на гораздо меньшее расстояние АВ 
(рис. 75,6). При этом угол ВРО и угол ВОО і, где Оі — точка на 
продолжении отрезка ВО за точку О, будут очень близки к углу 
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АРО, равному 60°, а угол ВОР будет очень близок к 120°; в част- 
АВ 

ности, если отношение -уд- достаточно мало, то этот угол будет 


меньше угла <р. Точно так же угол РОР тоже будет меньше угла ср. 
Ей 

если только отношение у р- достаточно мало. (Можно также сде- 
лать отрезки АВ и Ей равными малому отрезку РО; при этом 
будем иметь ^ ВОР = ^ РОР = 120° — см. ниже рис. 76.) 

Наконец, предположим еще дополнительно, что сторона РЕ 
(и параллельная ей сторона ВС) во много раз больше стороны 
77С (и стороны РА; рис. 75, в). При этом направления сторон РС 
и ОС треугольника СРО будут весьма близки к направлению сто- 
роны РЁ шестиугольника: ведь для того, чтобы попасть из точки Р 
в точку С, нам надо сместиться в направлении РЕ на расстояние 
РЕ, а затем еще сместиться на гораздо меньшие расстояния Ей и 
ПС. Поэтому углы СРО и СООі будут в этом случае весьма близки 
к /. ЕР О = 60°, а угол СОР будет очень близок к 120°; в частно- 



сти, если отношения 


СР ЕР 
РЕ И РЕ 
угол СОР будет меньше 


будут до- 


статочно малы, то 
заданного угла ср. 

Таким образом, для того чтобы все углы 
всех треугольников, образованные тремя из 
точек А, В, С, О, Е, Р и О, были меньше ф, 
надо только, чтобы расстояние РО и отноше- 
АВ ЕР РА СР 

ния • п , , -тттг, - 7 Т 7 Г и были достаточно 


РЕ ’ ВС 


РЕ 


РА 
малыми. 

в) Ясно, что, как бы ни были располо- 
жёны на плоскости восемь точек А, В, С , Р, 
Е, Р, О, Н, из них можно выбрать три, обра- 
зующие треугольник, один из углов которого 
> 120° (см. решение задачи а)). Пусть, далее, 
АВСРЕР — центрально-симметричный шести- 
угольник, все углы которого равны 120°, и С 
и Я — такие точки внутри него, что ЕО#С##ЛВ (рис. 76). Если 
АВ РА ' 


отношения 


— рд и будут достаточно малы, то все углы всех 


треугольников, образованных какими-либо тремя из точек А, В, С, 
Р, Е, Р, О и Н, будут меньше любого заданного угла ф > 120° (ср. 
с решением задачи б)). 

28. а) Если все наши точки принадлежат отрезку, то два наи- 
меньших угла равны 0 (т. е. аг = 0; ср. с задачей 29); если точ- 
ка Р принадлежит Л АВС, то два угла треугольника, скажем, А и 
В, острые и меньшие из «частей» ВАР и САР, соответственно АВР 
и СВР, этих углов <45°; таким образом, нам остается рассмотреть 
случаи выпуклого четырехугольника АВСР (см. начало решения 
задачи 25). Так как, например, АВР + /, ВРА + /1 РАС + 
+ /.ВАС =180° и г СВР + ^ ВВС + г ВСА+ ^ РСА = 180°, 
то каждая четверка углов содержит угол, не превосходящий 
,, 0 ( 180° \ 

45 1 = — д — I, чем и доказывается, что аг ^ 45 : Если АВСР — 
квадрат (и только в этом случае!), угол а 2 равен 45°. 
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б) Если все наши точки принадлежат отрезку, то два больших 
угла равны 180° (т. е. р 2 = 180°; см. задачу 29); если й — точка 
внутри треугольника АВС, то два из трех «внутренних» углов ЛОВ, 
ВОС и СОЛ будут ^90°. Пусть теперь АВСІ) — выпуклый четы- 
рехугольник и О — его наибольший угол. В этом случае ^ О ^ 90°; 
кроме того, /ОЛВ + /А ЛВС + / ВСО + ^ СОВ + ^ ВОЛ = 360°, 


и значит, хоть один из этих пяти углов 



чем и 


устанавливается, что (5 2 ^ 72°. 

Равенство (3 2 = 72° достигается, если каждый из фигурирую- 
щих в .последней сумме пяти углов равен 72°. 

29. Рассмотрим я точек Мі, М 2 , . .., М„, принадлежащих од- 
ной прямой. Ясно, что в этом случае все углы М(М]Мь равны 0 
или 180°; нам надо только определить число Р(п) углов, равных 0 
и число <Э(п) углов, равных 180°. 

Если точки расположены на прямой в «естественном» порядке: 

Ліі, М 2 ,'М 2 и т. д., то 180° равны 1 • (п — 2) углов МіМ 2 М] с 

вершиной М г (здесь і обязательно равно 1, а / может принимать 
любое из п — 2 значений 3, 4, .... л); 2(я — 3) углов МіА^М,- с 
вершиной М з (і может равняться 1 или 2, а / =. 4, 5, .... л), 
3(я — 4) углов Л4*Л1 4 А4; с вершиной АЦ; . ..; (я. — 2)-1 углов 
МіМп-іМ] с вершиной М п -і- Таким образом, общее число (2(я) 
углов, равных 180°, таково: 


О (л) = 1 • (я - 2) + 2 • (я - 3) + з • (л - 4) + ... + (я - 2) • 1 = 


я (я — 1) (я — 2) 

6 ’ 


последнее равенство легко получить, пользуясь, например, мето 
дом математической индукции 1 ).. 

Число Р(л) равных 0 углов можно найти из формулы 2 ) 

Р (АО = N (я) - 0 (я) (= {П - - Ш" — - 2) . _ я (я - 1 Ня - 2) = 

я (я — 1) (я — 2) ' 
3 > 


или подсчитать тем же методом, что и выше, — при этом получится 
формула ') 

Р (Я) = С 2 п _ х + СІ _ 2 + {с\ + С г п _ з) + (с| + Сі_ 4 ) + ... 

■ ■ ■ + {с \_ з + СІ) + С 2 п _ 2 + = 

. п|~ (я- 1)(я-2) [ (я — 2) (я — 3) | _ | 

я (я — 1) (я — 2) 
~ 3 

(почему?). 


! ) См., например, И. С. С о м и и с к и й, Л. И. Головина, 
И. М. Я г лом, О математической индукции, М., «Наука», 1967, §1 
части I, в частности пример 6 на стр. 18. 

2 ) См. подстрочное примечание на стр. 26. 


147 


30. Утверждение задачи вытекает из того, что каждый тре- 
угольник имеет угол, не превосходящий 60°, и угол, не меньший 
60° (ср. выше, стр. 22 — 23; при этом, если тетраэдр (треугольная пи- 
рамида) АВСй правильный , т. е. все его грани — правильные тре- 
угольники, то ни один из треугольников АВС, АВО, АСй и ВСй 
не имеет угла, большего 60°, и ни один из них не имеет угла, мень- 
шего 60°. 

31. а) Рассмотрим выпуклый многоугольник Т с вершинами в 
каких-то из наших точек, содержащий внутри себя остальные точки 
(см. начало решения задачи 25). При этом 

1 Если число вершин Т больше четырех, то хоть один 
угол его тупой (ср. задачу 24); но это значит, что некоторые три 
из наших точек (совпадающие с тремя вершинами Т) образуют 
тупоугольный треугольник. 

2° Если число вершин Т равно четырем, то ни один из его уг- 
лов не является тупым лишь в том случае, если Т — прямоугольник 
АВСй. При этом внутри АВСй не может лежать ни одна из наших 
точек, ибо если бы такая точка Е нашлась, то из условия о том, 
что ни один из четырех углов АЕВ, ВЕС, СЕй и ОЕА, сумма ко- 
торых равна 360°, не тупой, вытекало бы, что все эти четыре угла 
прямые; но это значило бы, что ЛЕС = 180° > 90°. 

3° Если число вершин Т равно трем, то внутри Т = АВС 
также не может лежать ни одна из наших точек, так как если Е — 
внутренняя точка треугольника АВС, то хоть один из трех углов 
АЕВ, ВЕС и СЕА, сумма которых равна 360°, — тупой. 

Таким образом, возможное число точек, удовлетворяющих 
условию задачи, — три (вершины остроугольного или прямоуголь- 
ного треугольника) или четыре (вершины прямоугольника). 

б) Ясно, что в пространстве можно указать восемь точек, об- 
ладающих требуемым свойством: примером такой системы точек 
может служить система вершин прямоугольного параллелепипеда 
(например, куба). Покажем теперь, что если система п точек Мі, 
Мг, ..., М п пространства такова, что ни один из углов МіМ]Мь 
(где і, /, к — какие-то три из номеров 1 , 2, ..., п) не является ту- 
пым, то п ^ 8. 

Пусть Т — выпуклая оболочка наших точек, т. е. наи- 
меньший выпуклый многогранник, содержащий внутри себя (и на 
границе) все точки М і, М 2 , ..., М„. Этот многогранник можно по- 
строить аналогично тому, как на плоскости строится выпуклая обо- 
лочка конечного множества точек (см. начало решения задачи 25). 
А именно, выберем «достаточно далекую» плоскость я, т. е. такую, 
что все точки Мі, М„ расположены по одну сторону от я. Да- 
лее будем сдвигать эту плоскость параллельно самой себе, прибли- 
жая ее к нашим точкам до тех пор, пока она не «наткнется» на 
одну из них, скажем, на точку Мі. После этого начнем поворачи- 
вать плоскость вокруг любой проходящей через Л4і прямой; при 
этом плоскость в конце концов «наткнется» на еще одну из наших 
точек — на точку М 2 . Далее будем поворачивать полученную пло- 
скость уже вокруг прямой МіМ 2 до тех пор, пока мы не придем 
к такой плоскости яі, что в этой плоскости лежат три или больше 
из наших точек; причем лежащие в плоскости Яі точки можно 
заключить в (плоский) выпуклый многоугольник Г] = Л4,ЛІ2 . . . Л4„, 
вершинами которого являются некоторые из наших точек — в вы- 
пуклую оболочку принадлежащих Яі точек (см. начало 
решения задачи 25). 
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Теперь начнем поворачивать плоскость Яі вокруг прямой МіМг 
в противоположном направлении, пока мы не придем к плоскости 
Яг, содержащей три или больше из наших точек; все эти точки 
лежат в вершинах и внутри некоторого выпуклого многоугольника 
Гг, представляющего собой смежную с Гі грань искомого много- 
гранника Т. Затем будем поворачивать я, вокруг прямой М 2 М Ъ в 
такую сторону, чтобы все наши точки, не принадлежащие прямой 
М 2 Л1з, оставались с одной стороны от плоскости; при этом мы так- 
же в какой-то момент «наткнемся» на одну из наших точек, что 
определит новую плоскость яз, в которой имеется выпуклый много- 
угольник Гз, вершины которого совпадают с нашими точками — 
выпуклая оболочка принадлежащих я 3 точек; Г 3 явится еще одной 
(также смежной с Гі) гранью многогранника Т. Продолжим этот 
процесс, поворачивая сначала плоскость яі вокруг всех сторон мно- 
гоугольника Гі, а затем поступая таким же образом с плоскостями 
я 2 , Яз, ... Так как всего точек у нас — конечное число, то мы в 
конце концов получим выпуклый многогранник Т, все вершины ко- 
торого совпадают с какими-то из наших точек и такой, что все 
точки Мі, Л4 2 , ..., М п лежат внутри или на границе этого много- 
гранника *) . 

Заметим теперь, что в нашем случае все точки М і, М 2 , ..., М п 
будут служить вершинами многогранника Т. В самом деле, ни одна 
из наших точек не может, разумеется, принадлежать ребру много- 
гранника Т, так как иначе некоторый угол /И,М,-Мй был бы равен 
180°. Далее, каждая грань Яі многогранника Т (где і — один из но- 
меров 1, 2, . . .) может содержать не больше четырех из наших то- 
чек, причем эти точки являются либо вершинами (остроугольного или 
прямоугольного) треугольника Г,-, либо вершинами прямоугольника 
Г,- (ср. с решением задачи а)). Наконец, никакая из наших точек 
не может лежать внутри многогранника Т. В самом деле, если бы 
точка М ѵ лежала внутри Т, то проходящая через М ѵ плоскость X, 
перпендикулярная отрезку М іЛ4 р , рассекала бы многогранник Т на 
две части; при этом та часть Т, которая расположена с другой сто- 
роны от X, чем точка Мі, также должна была бы содержать не- 
которые из наших точек; но если М я — какая-либо такая точка, то 
^ М,М р Мд — тупой (почему?). 

Далее, если Мі и М ^ — две вершины Т, то весь многогранникТ 
целиком заключается внутри «слоя», -ограниченного проходящими 
через Мі и через М$ плоскостями X і и X], перпендикулярными от- 
резку МіМ). В самом деле, некоторая часть многогранника Т лишь 
в том случае могла бы лежать, скажем, по другую сторону от пло- 
скости X), чем точка Мі, если бы по эту сторону от Хі имелись бы 
точки нашей системы; но если бы существовала такая точка М 
то ^ МіМіМь был бы тупым. 

Обозначим теперь через Т 2 , Т 3 , . . . , Т„ многогранники, полу- 
чающиеся из многог ранни ка Т п араллельными переносами соответ- 
ственно на векторы Л4 іМ 2 , МіМз, ..., МіМ„. Мы утверждаем, что 
никакие два из этих многогранников не пересекаются. В самом деле, 
если многогранник Ті = Т лежит, скажем, «выше» проходящей 


*) Многогранник Т можно представлять себе как образованный 
натянутой на точки Мі, М 2 , ..., М„ «резиновой пленкой», которая 
стремится сократиться, в то время как эти точки ее удерживают 
(ср. со сказанным в сноске на стр. 141). 
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через точку ЛД и перпендикулярной отрезку М 1 М І плоскости А| (эта 
плоскость предполагается здесь горизонтальной), то многогранник 
1 і лежит «выше» параллельной Аі плоскости А(, проходящей через 
вершину Мі многогранника Ті (плоскость А,- получается из Аі па- 
раллельным переносом на вектор МіМі). А так как, по доказан- 
ному выше, многогранник Ті расположен «ниже» плоскости А,-, то 
многогранники Т и Т,- не могут пересечься. Аналогично доказывает- 
ся, что не могут пересечься и многогранники Т, и Т 2 -, где і, / ф 1 
(заметим, что многогранник Т^- получается из многогранника Ті с 
вер шино й ЛД параллельным переносом на вектор АДЛД -)- ЛДЛД = 
= МіМі). 

Наконец, заметим, что все многогранники Т = Т,, Т 2 Т п 

заключены внутри вдвое большего Т по линейным размерам много- 
гранника 2, вершинами которого служат точки АД, м' 2 , ..., м' п , 

где М І М І —2М І М І (и і = 2, 3, . . . , я). В самом деле, много- 
гранник Т і, очевидно, целиком заключен внутри многогранника 2. 
Далее, произвольная точка Р' многогранника Т ( (где і — один из 
номеро в 2, 3, . . . или п) получается параллельным переносом на 
век тор МіМ і из некоторой точки Р многогранника Ті; поэтому 
РР' = ЛДЛД, и значит, МіРР'Мі — п а р а л л е л о г р а м м. Но от- 
сюда следует, что середина С} отрезка ЛДР' совпадает с серединой 
отрезка АЛД и, значит, принадлежит выпуклому многограннику Ті. 
Но если середина отрезка АДА' принадлежит многограннику Ті, то 
тючка Р' принадлежит многограннику 2, «гомотетичному» Ті с цен- 
тром гомотетии (или «растяжения от точки») АД и коэффициентом 
гомотетии (растяжения), равным 2. 

Так как многогранники Ті, Т 2 , ..., Т п попарно не пересекаются 
и все принадлежат многограннику 2, то 

^1 + » 2 + ••• 

где О], ц 2 , ... ѵ„ — объемы многогранников Ті, Т 2 , . . . , Т п , а V — 
объем многогранника 2. Но, очевидно, 

ѵ 2 = ѵ 3 — ... =Ѵ п = Ѵі, 


и поскольку линейные размеры многогранника 2 вдвое больше 
линейных размеров многогранника Ті, 


Таким образом, имеем 
откуда и следует, что 


Ѵ = 8о,. 


пѵ і гД 8о ь 

8 . 


Примечание. Из решения задачи б) вытекает, что равен- 
ство п = 8 может иметь место только в том случае, когда во- 
семь многогранников Ті, Т 2 , Тз, ..., Тв (где выпуклый многогран- 
ник Ті = АДЛДАД . . . АД имеет восемь вершин) полностью заполняют 
многогранник 2 = ЛДАД ... вдвое больших, чем Т, линейных 
размеров, что возможно, только если АДЛДАД ... АД — прямоуголь- 
ный параллелепипед (почему?) 
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Укажем еще, что в точности такие же рассуждения показы- 
вают, что наибольшее число точек М х , М г М п т-мерного ев- 

клидова пространства (см. подстрочное примечание на стр. 32), 
таких, что ни один из углов Л1 ( Л^Л1 А (где і, /, к — 1, 2, ... или п) 
не является тупым, равно 2 т (соответствующие точки являются 
вершинами прямоугольного параллелотопа — в частности куба — 
т-мерного пространства). 

32. а) Так как уже четырехугольник на плоскости не может 
иметь только острые углы (ср. с решением задачи 31 а)), то ис- 
комое число точек п = 3; эти три точки должны являться верши- 
нами остроугольного треугольника. 

б) И здесь, подобно решению задачи 31 б), мы рассмотрим 
наименьший выпуклый многогранник Т, содержащий внутри и на 
границе все наши точки; этот многогранник должен представлять 

собой выпуклый п-вершинник с вершинами М і, ЛЬ Л/„, все 

грани которого, в силу результата задачи а), являются остроуголь- 
ными треугольниками (ср. с решением задачи 31 б)). 

Ясно, что легко найти сколько угодно таких выпуклых «4-вер- 
шинников» (треугольных пирамид — тетраэдров), откуда следует, 
что 4 точки условию задачи удовлетворять могут. Выясним те- 
перь, какое строение может иметь удовлетворяющий условию за- 
дачи «5-вершинник». 

Воспользуемся теоремой Эйлера 1 ), в силу которой число 
вершин В, число ребер Р и число граней Г любого выпуклого мно- 
гогранника связаны зависимостью 

В - Р + Г = 2. (Э) 

В нашем случае В = 5; с другой стороны, так как каждая из Г 
граней содержит по 3 ребра и каждое из ребер при счете «по 
граням» засчитывается дважды (ибо оно принадлежит двум гра- 
ням), то Р = — Г. Таким образом, получаем 

5 — Г + Г = 2, откуда Г — 6 и Я = -^ Г = 9. 


') См., например, Д. О. Ш к л я р с к и й, Н. Н. Ченцов, 
И. М. Я г л о м, Избранные задачи и теоремы элементарной мате- 
матики, ч. 3: Геометрия (стереометрия), задача 48 и след.; по 
поводу других доказательств и обсуждения теоремы Эйлера см. 
также книги [2], [3], [8], [24];- Д. П о й а, Математическое открытие, 
М., «Наука», 1970; Г. Радемахер и О. Теплиц, Числа и фи- 
гуры, М., Физматгиз, 1965; Л. А. Люстерник, Выпуклые фигуры 
и многогранники, М., Гостехиздат, 1956; И. Лакатос, Доказатель- 
ства и опровержения, М„ «Наука», 1967; И. С. Со минский, 
Л. И. Головина, И. М. Я г л о м, О математической индукции, 
М., «Наука», 1967; статью В. Г. Ашкинузе, Многоугольники и 
многогранники, Энциклопедия элементарной математики, кн. IV 
(геометрия), М„ Физматгиз, 1963, стр. 382—448. 

Заметим еще, что использование теоремы Эйлера и связан- 
ных с ней расчетов для выяснения строения 5-вершинника Т пред- 
ставляет собой типичную «стрельбу из пушек по воробьям», ибо 
здесь соответствующая задача весьма проста (всего 5 вершин; тре- 
угольные грани); однако уже в случае п = 6 использование этой 
теоремы можно считать оправданным. 
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Далее, так как общее число вершин равно всего 5, то Т, разу- 
меется, не может иметь пятигранных углов (ибо ребра Т могут 
соединять какую-либо вершину Л1) максимум с четырьмя другими 
вершинами); число трехгранных и четырехгранных вершин обозна- 
чим через Вз и В 4 . При этом считая ребра Т «по вершинам», мы 

снова получим удвоенное их число (ибо 
каждое ребро соединяет две вершины); 
поэтому, кроме очевидного равенства 
В 3 + В<=В = 5, 
мы еще можем написать 

ЗВ 3 +4В 4 = 2Р= 18; 

решая эту систему двух уравнений, по- 
лучаем В'з = 2 и В 4 = 3. Отсюда вы- 
текает, что пятивершинник Т имеет схе- 
матический вид 1 ), изображенный на 
рис. 77, т. е. представляет собой тре- 
угольную бипирамиду, или «битетраэдр» 
(два тетраэдра, сложенных равными 
основаниями) . 

Нетрудно убедиться в существова- 
нии удовлетворяющего всем нашим 
откуда вытекает, что и 5 точек 
'Ді Мг, Мз, М 4, Мз, удовлетворяющих услов'ию задачи, существо- 




а) е) 

Рис. 78. 

вать могут. Для примера рассмотрим правильную треугольную 
пирамиду (тетраэдр) М 1 М 2 М 3 М' І с основанием МіМ 2 М 3 (рис. 78 ,а). 

’) Рис. 77, как и рис. 79, а, б ниже, изображают «комбинатор- 
ный тип» многогранника, т. е. передают лишь схему взаимного 
расположения его вершин, ребер и граней (число 6-угольных гра- 
ней и 1-гранных вершин, где к и 1 = 3, 4, . . .; «соседство» отдель- 
ных граней или вершин, где соседние грани являются смежными 
по ребру, а соседние вершины соединены ребром, и т. д.), но-не 
«размеры» многогранника, т. е. не длины его ребер, площади гра- 
ней, величины плоских и двугранных углов, и т. д. (ер., например, 
стр. 20 и след, названной в предыдущем подстрочном примеча- 
нии книги Д. О. Ш к л я р с к о г о, Н. Н. Ч е и ц о в а, И. М. Я г- 
л о м а). 





Рис. 77. 

условиям битетраэдра Т, 
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Если плоские углы при вершине этого тетраэдра прямые, то угол фо 
ребра М 4 М 1 с плоскостью основания таков, что (заметьте, что 
если стороны треугольника М Х М 2 М 3 равны 1, то катеты треуголь- 

,, / 2 ' 
ника М { М 2 М 4 равны -Ц 


соз фо = 


^,<2 /з/з 


м х м\ 


К 2/2 


/6^/2 


т. е. фо <45°. 


Поэтому, если мы слегка «поднимем» вершину м\ тетраэдра 
М І М 2 М 3 М 4 (после чего плоские углы при новой вершине М 4 ста- 
нут острыми), то угол ф боковых ребер с плоскостью основания 
все еще будет <45°, и, симметрично отразив вершину Л4 4 относи- 
тельно плоскости М Х М 2 М 3 , мы придем к битетраэдру М і М 1 М 2 МзМ і , 
вершины которого удовлетворяют всем условиям задачи. При этом 
малое варьирование положения вершин полученного битетраэдра 
МіМіМ 2 М 3 М 5 приводит к иным системам пяти точек, удовлетво- 
ряющих условию задачи, откуда вытекает существование бесконеч- 
ного числа различных (т. е. не подобных) пятерок точек М і, ..., М 5 
пространства, таких, что все углы острые. Однако шести 

точек М і} М г , . . . , М в, удовлетворяющих требуемым условиям, уже 
не существует; доказательство этого и составляет главную 
часть решения задачи. 

Возвращаясь к рис. 78, а, заметим, что (при том же предполо- 
жении М 2 М 3 = 1) 

і = м\м\ + м[м\ = М 4 М\ + М 4 М\ < М^МІ + М Х М\ = 2. 


Оказывается, что именно это обстоятельство позволяет достроить 
требуемый битетраэдр, «продолжая» пирамиду МіМіМ 2 М 3 за осно- 
вание М Х М 2 М 3 : в случае удовлетворяющего всем условиям задачи 
битетраэдра ЛиМ,М 2 М 3 М 3 (рис. 77) обязательно 


М 4 М\ + М 4 М\ < М Х М\ + М Х М\. 


*) 


Неравенство (*) можно установить разными способами, хотя 
совсем простого доказательства оно не имеет: ведь при его выводе 
нам необходимо использовать все условия задачи, в том числе 
и относящиеся к (не фигурирующей в (*)!) точке М 5 . Мы дока- 
жем его с помощью аппарата векторной алгебры. 

Обозначим векторы М ь Мі, М Ъ М 2 , М Ъ М 3 и М 5 М 4 (рис. 78,6) 
через а х , а 2 , а 3 и а 4 . Эти векторы не независимы: если плоскость 
Мі М іМ ъ пересекает отрезок М 2 М 3 в точке Р и плоскость М Х М 2 М 3 
пересекает отрезок М 4 Л4 5 в точке <2, то 


Л4бР = Яа 2 + (1 — Я) а 3 , где Я = 


М Ь <Э = цМ ъ Р + (1 — р) а!, где 


так что 


М 3 М 2 • 

м,<? 

М Х Р ’ 


М& = <*)<!! + а 2 а г + а 3 а 3> 
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где 

/ с*і = 1 — |і, а 2 = цЯ, <х 3 = ц ( 1 — Я), 

т. е. 

О < аі, а 2 , а 3 < 1 и аі + а 2 + а 3 = (1 — ц) + М-Я + ц ( I — Я) = і. 

А так как я 4 = Щм 4 = ѵЩ>, где ѵ = ^ А ^- >\, то 

М 6 <2 

а \ = Рі я, + Р 2 я 2 + Рз«з> 
где р ь р 2 , Рз > 0 и р, +р 2 + р 3 = ѵ >1. 

До сих пор мы все еще не использовали того обстоятельства, что 
все углы являются острыми. На языке векторной алгебры 

это означает, что все скалярные произведения я 4 я 4 (где і, / = 1, 2, 
3 или 4) положительны (ибо скалярное произведение векторов, обра- 
зующих острый угол, положительно!); нам понадобится еще положи- 
тельность скал ярных произведений Л4|Л4 2 -М,М 3 —\а 2 — - я,) (я 3 — Яі) 

и М^М^-МпМі — — Яй(а 4 — Яй)=Яй(я/, — я 4 ), где к = 1, 2 или 3 
(заметьте, что из неравенства а А (а„— я 4 ) >0 следует; 
°іі > а ка\). Из последних неравенств, в частности, вытекает, 

что не только 0 < а ь а 2 , а 3 < 1, но и 0 < р,, р 2 , Рз < 1; так, 
например, 

в? >а,а 4 = я, (р,я, + р 2 я 2 + р 3 я 3 ) = 

= Рі«І + Р 2 К«2) + Рз ( а 1«з) > Р|°Р 

откуда и следует, что 

Рі < 1 

(так же можно вывести и неравенства р 2 < 1, рз < 1, которые 
нам, впрочем, не понадобятся). Далее имеем 

(а 2 — я 4 ) (я 3 — а 4 ) = я 2 я 3 — (я 2 + а 3 ) а 4 + а\ = 

= а 2 а 3 — (а 2 + а 3 ) (р,аі + р 2 а 2 + Р 3 а 3 ) + а, (р,а, + р 2 а 2 + р 3 а 3 ) < 

< (Рі + Р 2 + Рз) я 2 я 3 — (а 2 + я 3 ) (Р,^, + р 2 а 2 + р 3 я 3 ) + 

+ а \ (Ріа, + р 2 а 2 + р 3 а 3 ) = Р! (а 2 а 3 — я,я 2 — ЯіЯ 3 -(- аіа 4 ) — 

“ Рі ( а 2 - «2« 4 ) — Рз ( а 3 — а З а 4 ) < Рі ( а 2 а 3 — а 1«2 ~ а | а 3 + а і) = 

= Рі (я 2 — Яі) (я 3 — а,) <(а 2 — я,) (я 3 — я,). 

Но отсюда уже непосредственно следует неравенство (*), по- 
скольку 

М 4 М: 2 + Л4 4 А4 3 ' — М 4 Л ?2 + Л4 4 М 3 = (я 2 — я 4 ) 2 + (я 3 — я 4 ) 2 = 

= я 2 + я 3 — 2я 2 я 4 — 2я 3 я 4 + 2я 4 = я 2 + я 2 — 2я 2 я 3 + 

+ 2 (я 2 я 3 — я 2 я 4 — я 3 я 4 + я 2 ) = (я 2 — я 3 ) 2 + 2 (я 2 — я 4 ) (я 3 — я 4 ), 


м { м\ + Л^ЛГ 2 = М 1 мі + М { МІ = (я 2 - я ( ) 2 + (я 3 - я,) 2 = 

= (я 2 — я 3 ) 2 + 2 (я 2 — я,) (я 3 — я 4 )• 
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Перейдем теперь к случаю шести точек М і, АД, ... , Л4 6 про- 
странства, удовлетворяющих условию задачи (несколько позже мы 
убедимся, что этот случай невозможен). Отвечающий этим точкам 
«шестивершинник» Т с вершинами М і, ..., Л4 6 должен иметь Г тре- 
угольных граней и (ср. со сказанным на стр. 151 про пятивершин- 

3 

ник ЛДЛДЛДЛ^) Р = — Г ребер; так как числа вершин В тут 
равно 6, то. из формулы Эйлера (Э) следует 

6 — ^ Г + Г — 2, а значит, Г= 8 и Р=^Г — 12. 

Далее обозначим, подобно тому как мы поступали выше, число 
трехгранных, четырехгранных и пятигранных вершин Т через 
Вз, В і и Въ (шестигранных вершин шестивершинник Т, очевидно, 
не имеет). Считая все ребра «по вершинам», из которых они исхо- 
дят, получаем 

ЗВз + 4В 4 + 5Д 5 = 2Р = 24. '(І) 

Но Вз + В 4 + Въ = В = 6, т. е. 

4 Вз + 4В, + 4В 5 = 4 • 6 = 24. (2) 

Из сравнения (1) и (2) следует, что Вз — Въ. Поэтому, если 
Въ — 0, то и Вз — 0; следовательно, в этом случае мы имеем 
Ві = В — 6, и многогранник Т ограничен восемью .треугольными 
гранями, которые сходятся по четыре в шести вершинах, т. е. имеет 
строение, изображенное на рис. 79, а. Если же Въ — 1, то Т имеет 





вершину АД, из которой выходят ребра ЛДЛД, ЛДЛД, ЛДЛД, ЛДЛД 
и ЛДЛД, ведущие во все остальные вершины многогранника; при 
этом наряду с этими пятью ребрами и пятью ребрами ЛДЛД, ЛДЛД, 
ЛДЛД, ЛДЛ4 6 и ЛДЛД, «замыкающими» сходящиеся в АД пять тре- 
угольных граней, Т имеет еще два ребра, разбивающие (искривлен- 
ное!) «основание» АДАДЛДЛДАД многогранника на три треуголь- 
ника; приняв, что эти ребра суть ЛДЛД и ЛДЛД, мы придем к мно- 
гограннику Т, изображенному на рис. 79, б. 
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Но в случае изображенной па рис. 79, а четырехугольной 
бипирамиды (октаэдра) М І ЛІ 2 МзМ і М 5 М 6 применение неравенства 
(*) к «остроугольному битетраэдру» М,Л1 2 М 4 М } М в дает 

М 6 М$+ М 6 М$<М,М$+ М,МІ 

а то же неравенство в применении к «остроугольному битетраэдру» 
МгМіМвМзМі, дает 

М { МІ + М { М 2 4 < м ѣ м\ + м 6 м\, 

что и доказывает невозможность рассматриваемого расположения 
шести точек М,, . ... М в , удовлетворяющих условию задачи. В слу- 
чае многогранника Т, изображенного на рис. 79,6, применение не- 
равенства (*) к «остроугольному битетраэдру» МіМ 2 М 6 М в Мі дает 

М\М\ + м { м\ < м 5 м\ + м ъ м\, 

а это же неравенство в применении к битетраэдру МіМ 2 Мі к МзМъ 
дает 

М 5 МІ + М 5 МІ < М { М\ + М{м\, 

что доказывает невозможность и такого расположения шести 
точек. 

Итак, число точек пространства , совместимое с условиями за- 
дачи , может быть равно 3, 4 или 5. 

33. а) Рассмотрим какую-либо конечную систему точек, удо- 
влетворяющих условию задачи, и пусть АВ — наибольшее (или 
оцно из наибольших) среди попарных расстояний между нашими 
точками. Если С какая угодно отличная от А и В точка нашей 
системы, то треугольник АВС прямоугольный, и АВ — его наи- 
большая сторона; поэтому точка С принадлежит окружности 5 
с диаметром АВ. Пусть О — еще одна из наших точек. Эта точка 
также должна лежать на окружности 5; кроме того, как как тре- 
угольник АСО, вписанный в окружность 5, прямоугольный, то одна 
из хорд АС, АО и СО должна совпадать с диаметром 5; так как 
точки С и О отличны от В, то диаметром может служить только 
хорда СО. Если Е — еще одна точка системы, то она также при- 
надлежит 5 и тоже диаметрально противоположна С; следователь- 
но, больше четырех различных точек наша система содержать не 
может. 

Из доказанного следует, что условию задачи удовлетворяют 
лишь три точки, являющиеся вершинами прямоугольного треуголь- 
ника или четыре точки, являющиеся вершинами прямоугольника . 

б) Оказывается, что и здесь наибольшее возможное число то- 
чек, удовлетворяющих условию задачи, равно четырем', однако рас- 
положены эти четыре точки в пространстве могут быть разными 
способами: тетраэдров (треугольных пирамид), все грани кото- 
Р ых прямоугольные треугольники, существует довольно много. 
Очевидно, например, что удовлетворяют условию задачи точки Л/ 4| 
М 2 , М з и где ЛМіМ 2 М 3 прямоугольный с гипотенузой М 2 М 3 
а М 2 М^ ± МіМ 2 М 3 . 

Пусть теперь М и М 2 , М п — произвольные точки в про- 
странстве, каждые три из которых являются вершинами прямоуголь- 
ного треугольника; докажем, что п ^ 4. Если МуМ 2 — н а и б о л ь- 


156 


шее (или одно из наибольших) среди попарных расстояний между 
нашими точками, то все точки ЛЬ, Л1„ принадлежат сфере 2 
с диаметром ЛЬЛЬ (ведь для любой третьей точки ЛЬ угол ЛЬЛЬЛЬ 


прямой; ср. с решением задачи 
и ЛЬ; тогда, если п ^ 4 и если 
ЛЬАЬ — наибольшее (или од- 
но из наибольших) среди попар- 
ных расстояний между оставши- 
мися точками, то точно так же все 
точки ЛЬ, М„ принадлежат 

сфере о с диаметром ЛЬАЬ. Даль- 
ше мы рассмотрим два случая. 

1°. Сферы 2 и о совпа- 
дают, т. е. и ЛЬЛЬ и ЛЬЛЬ — 
диаметры сферы 2 (рис. 80). 

В этом случае ЛЬЛЬАЬЛЬ — впи- 
санный в «большую окружность» 

5 сферы 2 прямоугольник-, пло- 
скость ЛЬЛЬЛЬЛЬ мы далее будем 
считать горизонтальной. Множе- 
ство точек М сферы 2 таких, что 
А ЛЬА'ЬЛІ прямоугольный, 
распадается на три подмноже- 
ства, характеризуемые условиями 
^ ЛШ,ЛЬ = 90°, А АШзЛЬ = 90° 
и А ЛЬЛШз = 90°; первая из них 
есть построенная на ЛЬЛЬ как на 
диаметре «вертикальная окружность» — пересечение 


а)). Далее отбросим точки ЛЬ 



л 1 ЛЬЛЬ; второе 
на отрезках ЛЬЛЬ 


третье — такие 
ЛЬЛЬ (см. 


м. 


2 с плоскостью 
же окружности, построенные 
тот же рис. 80). Легко видеть, 
что наше множество точек М 
и еще три аналогичных мно- 
жества, отвечающие случаям, 
когда А М 3 М 2 М прямоугольный, 
А ЛЬЛЬЛІ прямоугольный и 
Д АЬЛЬЛІ прямоугольный, не пе- 
ресекаются в точках, отличных от 
ЛЬ, ЛЬ, ЛЬ и ЛЬ — значит, здесь 
п ^ 4, и наше множество точек 
сводится к (ЛЬ, ЛЬ, ЛЬ, ЛЬ). 

2° Сферы 2 и 0 различ- 
н ы. В таком случае все отличные 
от ЛЬ и ЛЬ наши точки, т. е. точ- 
ки М з, .... М„ принадлежат 
окружности з — линии пересече- 
ния сфер 2 и о (рис. 81); отсюда 
число этих точек ^ 4 (ведь х — 
плоская линия; см. решение зада- 
чи а)), и значит, общее число рас- 
сматриваемых точек ^ 6. Однако и эта опенка возможного числа 
точек является завышенной; сейчас мы покажем, что помимо ЛЬ и 
ЛЬ на окружности х не может лежать ни одной точки. 

Заметим прежде всего, что если Р и ф — любые две из точек 

ЛЬ Мп, то ни один из углов РМ { (} и ЛЛЬ<3 не может быть 

прямым, В самом деле, с одной стороны, если бы имели место 
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равенства А РМіС ? = А РМгО, = 90°, то по теореме Пифагора мы 
имели бы 

М { Р 2 + М. 2 Р 2 = + М. 2 <Э 2 = 

М,Р 2 + = М 2 Р 2 + М & 2 = р<э 2 і 



откуда с очевидностью вытекает, что Ч.М Х М\ = 2Р<2 2 , т. е. М,М 2 = 
■= р<3, и мы пришли бы к случаю 1°, а не к случаю 2°. Пусть те- 
перь в АРМ і<2, скажем, А. М\Р($ — 
= 90°; докажем, что тогда и 
^ ЛЬОР = 90°. Действительно, из 
равенства (рис. 81 а) 

М,Р 2 + л^р- = ль<зЧл*,<э 2 (=льлф 


следует, что 


М ,б 2 - М іР 2 = М 2 Р 2 - АЬ<2 2 ; 


р и( , о 1я поэтому, если ЛЬ<2 2 — ЛЬР 2 = РО 2 

(и ^АЬЯ<2 = 90°), то так же ЛЬР 2 — 
— ЛЬ<Э 2 = Р<Э 2 (и Д ЛЬ<2Я = 90°). 

Предположим далее, что условию задачи удовлетворяют пять 
точек — М і, ЛЬ, ЛЬ, ЛЬ, ЛЬ, где ЛЬ, ЛЬ и ЛЬ принадлежат изобра- 
женной на рис. 81 окружности 5. Так как либо ДЛЬЛЬЛЬ = 90°, 
либо АМ,МіМ 3 = 90°, то точка М, принадлежит одной из двух 
(параллельных) плоскостей, про- 
веденных через концы отрезка 
ЛЬЛЬ и перпендикулярных этому 
отрезку. Точно так же ЛЬ принад- 
лежит и аналогичной паре плоско- 
стей, отвечающей отрезку ЛЬЛЬ, а 
также еще одной паре плоскостей, 
отвечающей отрезку ЛЬАЬ, т. е. 

ЛЬ принадлежит пересечению трех 
указанных пар плоскостей, пони- 
маемых как три множества точек. 

Эти три пары плоскостей /, // и 
III схематически изображены на 
рис. 82 (на нем дан «вид сверху» 
на эти три пары плоскостей, по- 
лученный в предположении, что 
плоскость ЛЬЛЬЛЬ горизонтальна) . 

Отсюда следует, что ЛЬ принад- 
лежит одной из двух (параллель- 
ных) прямых гпз и піі (прямая т 3 Рис. 82. 

проходит через точку ЛЬ; прямая 

ГПі проходит через точку ЛЬ), представляющих собой рассматривае- 
мое пересечение пар плоскостей /, // и III. 

Но точно такие же рассуждения показывают, что также и ЛЬ 
принадлежит либо т 3 , либо т 4 . Отсюда следует, что точки ЛЬ, ЛЬ, 
ЛЬ и ЛЬ лежат в одной плоскости — в плоскости прямых т 3 и ті, 
т. е. (в силу результата задачи а)) эти точки являются вершинами 
прямоугольника П. Но отрезок ЛЬЛЬ — наибольший из соединяю- 
щих наши точки отрезков — должен являться диагональю П; 
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а тогда ЛЬЛІ 4 — вторая диагональ П, и мы снова приходим к слу- 
чаю 1°, где ЛІзЛ-1 4 = М 1 М 2 и где общее число точек равно четырем 
(и точка АД вообще не существует). 

34. Число п может быть сколь угодно велико. В самом деле, 
пусть, скажем, на плоскости 1 ) выбрано п точек АД, АД, ... 
..., М п , удовлетворяющих условию задачи. Соединим между собой 
точки АД и АД и через АД и АД проведем прямые гпі || т 2 1 ЛДАД; 
они ограничивают некоторую полосу, причем все лежащие вне этой 
полосы тонки М таковы, что ДЛДАДЛ1 тупоугольный. Построим ана- 
логичные полосы, отвечающие каждым двум из наших п то- 
чек; всего мы получим с\ = — - — — — ~ полос (знание точного их 

числа нам даже не нужно). Все эти полосы не могут заполнить 
всю плоскость, ибо каждая прямая, не параллельная ни одной из 
наших полос, пересекает совокупность всех полос по конечному 
числу отрезков, и значит, содержит точки, не принадлежащие ни 
одной полосе. Присоединив такую точку М„ + і к нашим п точкам, 
мы получим п + 1 точек, по-прежнему удовлетворяющих условию 
задачи; затем так же можно найти п + 2 точки, — и этот процесс 
можно продолжать неограниченно. 

35. Легко видеть, что провести четыре луча, попарно образую- 
щих тупые углы, можно: достаточно, например, соединить центр О 
правильного тетраэдра АВСИ со всеми его вершинами (ясно, что 
например АЛОВ > ДЛО,В = 90°, где О, — центр грани ВСИ те- 
траэдра). Докажем теперь, что нельзя указать больше • четырех лу- 
чей в пространстве, попарно образующих тупые углы. 

Пусть В, 1 2 , Із и В — четыре луча, выходящих из одной точ- 
ки О и попарно образующих тупые углы, Яі, я 2 , Яз и я 4 — плоско- 
сти, проходящие через точку О и перпендикулярные соответственно 
к лучам / 1, В, I з м В. Все лучи, образующие тупые углы с лучом / 1, 
должны лежать по другую сторону плоскости я», чем луч В. Все 
лучи, образующие тупые углы с обоими лучами В и В, должны 
лежать внутри двугранного угла, образованного полуплоскостями 
лі и л 2 ; этот двугранный угол (рис. 83, а) острый, так как угол 
между перпендикулярными к его граням лучами тупой. Все лучи, 
образующие тупые углы с каждым из трех лучей В, В, В, должны 
лежать внутри пересечения двугранных углов Яіл 2 и ЯіЯз. Это пе- 
ресечение — трехграннын угол яія 2 яз, или ОАВС (рис. 83,6), у ко- 
торого по доказанному выше все двугранные углы острые. Луч В 
должен лежать внутри него; покажем, что он образует острые углы 
со всеми остальными лучами, лежащими внутри этого угла. 

Пусть плоскость, проходящая через ОА и луч / 4 , пересекается 
с гранью ВОС по лучу ОА' . Один из двугранных углов с ребром 
ОА'- острый; пусть это будет угол АОА'С. Тогда все двугранные 
углы трехгранного угла О А А' С острые; отсюда следует, что и 
все плоские углы этого трехгранного угла тоже острые (см., напри- 
мер, решение задачи 28 книги Д. О. Шклярского и др., на- 
званной в сноске на стр. 151). Но АЛОВ составляет только часть 
угла ЛОЛ'; следовательно, угол между лучами ОА и В острый. 
Аналогично луч В образует острые углы с ОВ и ОС. Поэтому все 


') Продумайте, как видоизменяется это рассуждение, если речь 
идет о точках пространства (впрочем, условию задачи б) не про- 
тиворечит случай, когда все точки лежат в одной плоскости). 
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три луча О А, О В, ОС лежат по одну сторону с лучом / 4 от пло- 
скости а значит, и все внутренние точки трехгранного угла 
ОАВС лежат по ту же сторону от гц, что и луч / 4 . Следовательно, 
каждый луч и, расположенный внутри трехгранного угла яія 2 яз, 



лежит по ту же сторону от плоскости Я4, и значит, никакой такой 
луч и не может образовать тупой угол с /4. Этим и доказывается 
требуемое утверждение. 

36. а) Пусть ОА, ОВ и ОС — данные лучи. Так как 


один из этих углов - 


А АО В + Д ВОС + Д СОА < 360°, 

где равенство имеет место, лишь если все лучи лежат в одной пло- 
скости (сумма плоских углов трехгранного угла ^ 360°), то хоть 
360° 10л0 

■= 120 , причем ни один угол не мень- 
ше 120°, лишь если все лучи лежат 
в одной плоскости и образуют ме- 
жду собой равные углы. 

б) «Лучшими» здесь будут лучи 
ОА, ОВ, ОС и ОТ), пересекающие 
сферу с центром О в вершинах 
правильного тетраэдра АВСР (см. 
решение задачи 120 а) для случая 
п = 4; ср. со сказанным в конце 
решенця задачи 120 а). Далее, высота 
ИР правильного тетр аэдра с р еб- 
ром 1 равна ИР — У Ай 2 — АР 2 = 

ѴТ 

(АР — радиус 

Г О О 

описанной 

женных на рис. 84 (прямоугольных) Д ИРМ и Л ООО имеем 



= / »-т- 


т. е. 


РР ОО 
РМ~ ОО ’ 


Г1 П _О0-ОЛ4 2 
РР 3 


(РМ) 2 :РР = ±-:^- 


/6 
4 ' 
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и из прямоугольного ДО/Ж получаем 



, п ■ а 1 

, и соза = 1 — 2 $т 2 -^- = — — . 

А О 


в), г) Первое утверждение этих задач представляет собой не- 
посредственное следствие результата задачи 35, а второе почти оче- 
видно — три взаимно перпендикулярные прямые задают шесть лу- 
чей — таких, что никакие два из них (или из выбранных пяти из 
этих шести лучей) не образуют острого угла. 

37. Если ХУ 2 — треугольник, вписанный в данный многоуголь- 
ник М (рис. 85, а), и РРі — сторона М, на которой лежит верши- 
на X треугольника, то либо АРУ 2, АХУ2 и АРРУІ равновелики 


Р, 




Р< 


г 


я 


Рис. 85. 


(когда РР\ || У 2), либо хотя бы один из треугольников РУ 2 и 
РіУ2 имеет большую площадь, чем ХУ2 (тот, вершина которого 
более удалена от прямой У 2, чем точка X). Таким образом, во всех 
случаях существует вписанный в М треугольник РУ2, вершина Р 
которого совпадает с вершиной М, а площадь не меньше площади 
АХУ2. Точно так же показывается, что можно найти вписанный 
в М треугольник Р()2, вершина <3 которого тоже совпадает с вер- 
шиной М, а площадь не меньше площади РУ 2 (рис. 85,6) и, на- 
конец, — вписанный в М треугольник РС}Р (черт. 85, е), все вершины 
которого совпадают с вершинами многоугольника, а площадь не 
меньше площади РС12. Отсюда и следует утверждение задачи. 

Примечание. Нетрудно видеть, что вписанных в М тре- 
угольников, имеющих одну и ту же площадь, большую площади 
всех других вписанных треугольников, может быть несколько 
(в случае правильного шестиугольника М их число равно 2) или 
даже бесконечно много (например, в случае трапеции М) . 


6 Д. О. Шклярский и др. 
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38. а) Площади треугольников , имеющих общий угол , относятся 
как произведения длин сторон, заключающих этот угол ^ ибо 

8 АВС = ^ аЬ 5ІпС ) ; П0ЭТ0М У в обозначениях рис. 9 (стр. 37) 

•-Мря АР • АП ^вр<? ВР • ВО со • ср 

Т^-ЩТас ; 5^=ВЛТёс> 5^7=С5 ТсТ- 


Если бы все эти отношения были>-^, 

4 


правые части, мы имели бы 


то, перемножив их 


АР ■ АП- ВР ■ ВО - СО- СП ^ ( 1 \з 1 
АВ 2 • ВС 2 - С А 2 > \4 / — 64' 

ИЛИ 

АР-ВР В(2-С<Э СР • Ар 1 
АВ 2 ' ВС 2 ‘ АС 2 > 64 - 


Но поскольку АР + ВР = АВ, то в силу известной теоремы 
о среднем арифметическом и среднем геометрическом двух величин 

( а6 ^(~1Г~) при любых а - Ь>0, так как (~ 2 ~ ^ — аЬ = 

"( ' 


2 

а — 6 >2 


) 2 > о), имеем АР ■ ВР ^ || АР + ВР \2 = _Лй 2 ^ 


т. е. 


АР-ВР _ 1 

ггг 5 — <.-т- и аналогично 

АВ 2 4 


Поэтому 


ВО-СО ^ 1 СЯ - ЛЯ 1 

ЙС 2 ^ 4 ' ЛС 2 ^ 4 • 


АР-ВР ВО -СО СП-АП ^.(\\ з 1 

ЛВ 2 ’ ВС 2 ' АС 2 ^ \ 4 / ~ 64 ’ 


Полученное противоречие и доказывает требуемое утверждение, 
б) Пусть Лійі, В ( Сі, СіЛі — средние линии ДЛВС. Назовем 
соответствующими те стороны треугольников Л ( ВіСі и 
РОК, концы которых расположены на сторонах одного и того же 
угла треугольника ЛВС. Тогда могут представиться два случая: 
либо найдется пара непересекающихся соответствующих сторон, на- 
пример Я<2 и СіЛі, т. е. Я<2 целиком лежит внутри треугольника 
СіВАі (рис. 86, а) или внутри трапеции ЛСЛіСі (рис. 86,6), либо 
все соответствующие стороны попарно пересекаются (рис. 86, в). 
При этом, если РО целиком лежит внутри трапеции ЛСЛіСі и, на- 
пример, Я лежит на отрезке ЛВ ( , то РП лежит внутри треуголь- 
ника АС\В\ (рис. 86,6); если Я лежит на отрезке В Х С, то ОН ле- 
жит внутри треугольника ВіАіС. Поэтому остается рассмотреть 
только два случая: либо найдется сторона вписанного треугольника, 
например РО, лежащая внутри соответствующего треугольника 
С,ВЛі (может быть — на его границе), либо все соответствующие 
пары сторон треугольников РОК и А^В\С^ пересекаются. 
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Рассмотрим сначала первый случай (рис. 86, а) и дока- 
жем, что 5 вр<з Зрсгя- Очевидно, 

ЯГря Т р(і ' вн вн 

8 Р<1Н | р Я . р Ні ХНг • 

где ВН ± РС ) и ЯН і ± РС Э; последнее отношение равно -~г!тг ^ 
__ ВЛг, 

где N и Л'і — точки пересечения ВЯ с Р(3 и с С,Лі (ибо 
ЛіС, — средняя линия треугольника). Поэтому 



•—что и требовалось доказать. 

Рассмотрим теперь второй случай (рис. 86, в). Так Как РС) 

пересекает СИ„ то либо ВР < ВС, = ЯЛ, либо В<2 < ВА Х = 1 ВС; 

2 


8 



Рис. 86. 


пусть для определенности ВЯ<І-ВЛ. Прямая РС) пересекает про- 
должение АС в такой точке К, что С лежит между К и А. Из того, 
что ВР К-у В А, следует, что Л/?<— ЛС, ибо в противном слу- 
чае <2Я и А 1 В 1 не имели бы общих точек. Значит, на прямой КС 

6 * 
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имеем следующий порядок точек: К, С, Ві. В, А. Отсюда вытекает, 
что 

5 <ЭРР > 2РВ 

так как при общем основании Р( } высота КН г треугольника Р()В 
больше высоты ВіНі треугольника ВіРС} (ибо точка В дальше от- 
стоит от вершины К угла РКА, чем В і). Точно так же найдем, что 

8 С?РВ [ > 8 А 1 РВ,’ і 

^Л.рв, = 5 л,с,в, = " 4 * 8 авс- 

Из сопоставления полученных результатов следует, что 


8 РЯР > X 5 АВС’ 

и значит, 

3 

5 АКР + 5 с<гя + 5 ВР(і < -4 8 АВС 

Из трех слагаемых в левой части хотя бы одно не больше 
АВС (ср. с задачей а)) и, следовательно, меньше 5^^, что и тре- 
бовалось доказать. 

39. Поскольку площади двух треугольников, имеющих равный 
угол, относятся как произведения сторон, заключающих этот угол 
(ср. начало решения задачи 38а)), то (см. рис. 10 на стр. 37, где 
положено ВС = АѴ = АѴ = а, СА = ВѴ/ = ВХ = Ь, АВ = СУ = 
= С2 = с) 


8 лхѵ + 8 аѵѵ _ ( 6 + с ) 2 , ° 2 _ а 2 + Ь* + С* 


с 1 с 

АВС °АВС 


8 АХУ + 8 АЦѴ ~ 


Ьс Ьс 

( і± г ±і +»)^ 


Ьс 


+ 2 , 


Аналогично 


8 виг + 8 вѵі'х 


а 2 + Ь 2 + с 2 


) 


8 сѵ\ѵ 8 су г 


( і± з ±і +*) і 


+ 2 5 


А так как, очевидно, 

‘-’лх/ + 8 вги + 8 лиѵ 8 вѵух + 8 сѵг ~ 


то 

5, 


^цѵѵухуг + 28 лес 8 иѵѵухѵг 25 ' 


»-[( іь г ±і +«)+( і1 ^ ±і +*)+ 

+( ^ ± ^ +2 )] 5 _ 25 _ 

-[(•■+б>+«ч(і+і+-Т.) + *]& 
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Далее нам остается только воспользоваться тем, что 


а 2 + Ь г 
аЪ 


Ь 2 + с 2 
Ьс 


а 2 + с 2 
Ьс 


>2 


(ибо, например, * + * - 2 ~ + Ь * ь 2а6 . = І^^ >0 ) и-) 


Ь 2 а 2 а 3 + 6 3 + 


аЬ ас Ьс 
а 3 + Ь 3 + с 3 


• 3, так 


3 = 


аЬс 

а 3 + Ь 3 + с 3 — 3 аЬс 


аЬс аЬс 

(а + Ь + с) ( а 2 + Ь 2 + с 2 — аЬ — ас Ьс) 
аЬс 

1 (а + Ь + с) [(а г + Ь 2 — 2аЬ) + (а г + с 2 — 2ас) + (Ь 2 + с 2 — 26с)] 

2 обе = 

1 (а + 6 + с) [(а — 6) 2 + (а — с) 2 + (6 — с) 2 1 ^ 

2 Ш >0 - 

Поэтому 




и значит, 


иѵхѵхѵг 


+ (- Я ' + |- + -&) :>2 + 2 + 2 + 3 - 9 ' 

_[ ( „. + 4 . + с .,(^ + Л_ + ^) + 4] 5>1 3 3 . 

Очевидно, что если треугольник АВС равносторонний (т. е. 
а = Ь — с) — и только в этом случае — 5ігѵ\гхгг = 135. 

40. Обозначим точки пересечения «главных» диагоналей АО ВЕ 
и СР шестиугольника АВСйЕР через Р, С} и О (рис. 87). В таком 
случае 


ЛС)В 


В(2С ^ сап $прр “Ь 5рр р + 5 


СВО ' ОКЕ 


ЕРР 


ЕРА 


< 


^ 5 АВСйЕР 5 РС1К ^ 


поэтому площадь хоть одного из этих шести треугольников ^ — 5 
(где равенство возможно лишь в том случае, когда А Р<ЗР «стяги- 

‘) Так как а 3 + Ь 3 + с 3 ^ Зибс при всех а, Ь, с ^ 0, то 


при всех х, у, г ^ 0 (для доказательства достаточно положить в ис- 
ходном неравенстве а 3 = х, Ь 3 = у, с 3 = г) — в такой форме пос- 
леднее неравенство (связывающее среднее арифметическое и среднее 
геометрическое трех чисел) используется в решении одной из ниже- 
следующих задач. 
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Бается» в точку). Пусть, например, в таком случае, 

если СР\\РЕ, то 5 МС = 5 ПРР <4" 5 > а если 'Н' ОЕ и > скажем. 


ИЕК 



точка С ближе к прямой РЕ > 

чем Р, то ^ПКЕ ^-(5 

Улучшено, неравенство задачи 
быть не может, так как площади 
всех треугольников, отсекаемых 
диагоналями АС, ЕЮ, .... ЕА 
от правильного шестиугольника 

АВСйЕР площади 5, равны —5. 

41. Проведем через вершину 
А нашего шестиугольника прямую. 
Рис. 87. параллельную ВС || ЕР, через вер- 

шину С — прямую, параллельную 
АВ || ЮЕ, и, наконец, через вершину Е — прямую, параллельную 
АР || СР, и обозначим точки пересечения проведенных прямых че- 
рез Р, С} и В (рис. 88). Очевидно, что, скажем, первая из проведен- 
ных нами прямых проходит внутри ЕСАЕ — ведь в противном слу- 
чае она бы пересекала либо ВС, либо ЕР. Точно так же две остав- 
шиеся прямые будут проходить 
внутри соответствующих им уг- 
лов Д АСЕ-, отсюда следует, что 
А АСЕ содержит Д РрР. Но так 
как у четырехугольников ЛВСф, 

СйЕР и АРЕР противоположные 
стороны параллельны, то эти че- 
тырехугольники — параллелограм- 
мы. Диагональ же параллелограм- 
ма делит его площадь пополам; 
отсюда видно, что площадь ААСЕ 
на величину площади Д РС)В 
больше всей оставшейся площади 

шестиугольника, т. е. составляет не менее половины всей площади 
последнего, что нам и требовалось доказать. 

Равенство 5^ СЕ = -2- 5^ всдгр , очевидно, выполняется в том 

и только в том случае, когда точки Р, С} и В совпадают, т. е. лишь 
для Шестиугольников, противоположные стороны которых не только 
параллельны, но и равны между собой. 

42. а) Ясно, что (см. рис. 11, а на стр. 38) 



5 5 5 еЛа + 5 аВЬ + 5 6Сс + 8 <іЕе 

~1[( 5 ЕАВ + 5 ЛВС "*■ 5 всо + 5 сое + 5 овл) < Т 25 ( = ~2 5 )’ 

ибо $ еАа = $еав‘ так как еа — с Р е Д няя линия Д ЕАВ, и т. д., 
а 8еав + 8 Авс + . . . + 5сеа < 25, поскольку все треугольники 
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ЕАВ, АВС , ОБА составляют часть пятиугольника П и перекры- 

ваются не более чем по два. Отсюда сразу следует, что 

5 > т 5 - 


причем это неравенство не может быть улучшено: ведь если «пяти- 
угольник» Я вырождается в А ЛВС (т. е. вершины й и Е «пятиуголь- 
ника» Я совпадают с С; см. рис. 89, а), то п обращается в четырех- 
угольник аЬСе площади 5, а если Я и Е очень близки к С,- то 5 


можно сделать сколь угодно 
Сложнее доказать неравенство 


близким к 5. 

3 о г, 

« < о. Для этого прежде всего 


заметим, что если Я вырождается в ДЛВЯ в силу того, что вер- 
шины Е и С сливаются соответственно с Л и с В (рис. 89,6), то и 



3 

обращается в трапецию АВссі площади —5, а если В и С очень 
близки к А и к В, то площадь п может быть сделана сколь у г о д- 
но близкой к -г 5. 

4 

Далее предположим, что пятиугольник Я деформируется так, 
что его вершина А движется по проходящей через ее начальное 
положение прямой 1 1| ВЕ (рис. 90, а); при этом площадь 5 пяти- 
угольника Я, очевидно, не меняется, причем Я остается выпуклым, 
пока А перемещается в пределах отрезка А' А", где А' и Л" — точки 
пересечения / с продолжениями сторон СВ и йЕ пятиугольника. 
Если теперь обозначить расстояния от точек 6 и Л до прямой ае || / 
через Ні и Н г , то при сдвиге точки Л по прямой / на расстояние 
ЛЛі = р (где р еще уместно считать положительным или отрица- 
тельным в зависимости от направления отрезка ЛЛі на прямой I, 
которую, таким образом, мы будем считать направленной) х изме- 
нится на величину 

\ Н \Р ~ = — А,) р, 
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откуда следует, что из всех рассматриваемых пятиугольников Янаи. 
большее и наименьшее значения х достигаются для (вырожденных) 
«пятиугольников» IV — А'ВСйЕ и П" = А"ВСйЕ 1 ). 

Пусть Я' = А'ВСйЕ — тот «пятиугольник» Я, для которого 
х' х, где х и х'— площади пятиугольников п и п', отвечающих Я 
и Я'; Е — та из вершин Ян Е «пятиугольника» Я', которая больше 



(или, по крайней мере, не меньше) удалена от прямой А'ВС, чем 
вторая вершина. Будем теперь снова деформировать Я', двигая его 
вершину Е по прямой / 0 II Л'Я (рис. 90,6). В точности как выше 
устанавливается, что при такой деформации (вырожденного) «пяти- 
угольника» ГѴ (оставляющей его выпуклым) площадь 8' (=8) пяти- 
угольника ГѴ не меняется, а площадь х' отвечающего Я' пятиуголь- 
ника п’ достигает максимума для «пятиугольника» = А' ВСйЕ', 

где Е' — точка пересечения / 0 и А'ВС. Наконец, сдвинем А' и В 
вдоль Е'С соответственно в положения Е' и С; при этом мы придем 
к «пятиугольнику» П 0 = Е'ССйЕ' той же площади 5 0 , что и пяти- 
угольник Я, а площадь отвечающего Я 0 «пятиугольника» п 0 воз- 
растет. Но ясно, что для такого «пятиугольника» Я фигура п обра- 
щается в изображенный на рис. 89, б четырехугольник (трапецию) 
п 0 = аЬссІе площади х 0 , где 



что и доказывает утверждение задачи. 

') Это утверждение можно считать справедливым и для случая 
сіЬ || еа || /, когда все рассматриваемые пятиугольники имеют оди- 
наковые площади. 
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б) Ясно, что равенство 5 = 0 осуществляется, например, для 
шестиугольника Ш, «главные» диагонали ЛЦ ВЕ и СР которого 
пересекаются в одной точке и делятся в ней пополам; равенство 

осуществляется для (вырожденного) «шестиугольника» 

Ш = ААСЕ, вершины В, О и Р которого совпадают соответственно 
с Л, с С и с В (рис. 91). Отсюда уже 
следует, что оценка настоящей задачи 
(если только нам удастся ее доказать) 
никак не может быть улучшена. 

Поступим теперь аналогично реше- 
нию задачи а), т. е. будем деформиро- 
вать Ш, двигая вершину Л шестиуголь- 
ника по прямой ЦБР (рис. 92, а); ве- 
личина 5 при этом не изменится. Ясно, 
что вершины V и ХР треугольника т 
будут при этом оставаться на месте, а 
вершина О будет двигаться по прямой 
II I, точнее — по отрезку ѴѴ" этой пря- 
мой, отвечающему «области выпуклости» А' А" шестиугольника Ш 
(где А' и А" — точки пересечения / с СВ и ЕР). Наибольшему и 
наименьшему значениям 5 = 5[/уіу- будут отвечать концы V и 
V" отрезка ѴѴ 1 ); пусть, например, в' ^ в, где в' — площадь 
т' = АѴѴ\Р , отвечающего (вырожденному!) шестиугольнику Ш' = 
— А'ВСйЕР. 

Далее будем деформировать Ш', двигая Е по прямой || ОР 
(рис. 92,6); если Е пробегает отрезок Е'Е", где Е' и Е" — точки 
пересечения /і с А'Р и с СП, то V пробегает некоторый отрезок 
ѴѴ", а V и ѴР не меняются; из всех треугольников ѴѴѴР наиболь- 
шую площадь з" будет иметь либо АІІ'Ѵ'ѴР, либо АѴѴ'Ѵ — ска- 
жем, АѴѴ'ѴР. Затем, действуя аналогично (рис. 91, в, где В'О" || Е'С 
и в'" = Ецнугу/ ^ заменим Ш" = А' ВСйЕ'Р «шести- 

угольником» Ш"' = А'ВСО'Е'Р той же площади, изображенным на 
рис 92, г; наконец Ш'" заменим «шестиугольником» Д/ ІѴ = 
а= А'А'Сй'Е’Р, где мы считаем, что В совпадает с Л' (рис. 92, д). 
Обозначая отвечающий /Я ІѴ треугольник Ѵ'Ѵ'Ѵ (рис. 92, д) че- 
рез г ІѴ , его площадь — через 5 ІѴ , середину стороны В'П «шести- 
угольника» Ш 1Ѵ — через (?, а точку пересечения Е'й', скажем 
с Ѵ"ѴР, — через В, очевидно, получим 


С, В 



Рис. 91. 


5<5 < 


<5"'<5ІѴ ; 


: $ІГ"КѴ" — 5ц"(2у« 



5 , 


что и доказывает утверждение задачи. 

43. Ясно, что 5 = 0, если АО || ВС; далее мы будем считать, 
что АО К- ВС. Дополним А Р(}В до параллелограмма ЯС2ВГ 
(рис. 93, а). Докажем, что вершина Т параллелограмма РС)ВТ при- 
надлежит диагонали АС четырехугольника АВСЬ. В самом деле, 
если Г, и Т 2 — точки пересечения прямых РТ Х || ВС и РТ 2 1| Ьа 


’) Если отрезок ѴѴ пересекает прямую ѴѴ, то наименьшее 
значение 5 = 0 достигается для точки пересечения ѴѴ с прямой 
ѴѴ, а наибольшее значение — для одного из концов отрезка ІІ'ІІ". 
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1 г-1' Ч 


с диагональю ЛС, то очевидно, 
АТ, АР ВС? 


АТ 2 


О/? ВС? 


АС 


АВ ВВ 


АС 


ОС 


ВВ ’ 


откуда и следует, что Т, — Т г = Т. 

Далее, в силу РС} # ТВ треугольники АРС и АВС имеют оди- 
наковые высоты, опущенные на их общую сторону АС, а следова- 
тельно, и одинаковые площади а. Затем имеем (заметьте, что 
5 руг — 5к от = х) 


: 5 ляс 


АС _ АС 

С}Т Ъ ЧРТ <ЗГ 5: 


с другой стороны, 


_ АВ _ АС 
Ь АВС~ АР АТ ° 


о _ АС 

8 " ~тс а ’ 


ЛВС ' 


так что 
5 = 5 


ЛВС 


+ 5 


И АС 


“(• 


АС АС ' 
АТ + ТС 


АС 2 
АТ -ТС 


ЛС 3 


АТ-ТС-ЧТ 


Итак, 


АТ-ТС-СІТ АТ 2 - ГС _ ( АТ ^ 


АС 3 


ЛС 3 


лс ; 


ТС 
АС ' 


ибо в разбираемом случае (изображенном на рис. 93, а) (?Г < Л7\ 
Воспользуемся теперь неравенством 

Х + У + г\ з 


2СУ2 < 


(*±*±*)3 


(*) 


где X, У и 2 — произвольные положительные числа (ср. решение 
задачи 39, в частности сноску на стр. 165). Положив в (*) X = У = 
АТ 2 ТС 

= ^=г и 2 = -^-, получим 


2а 

5 


( АТ ] 2 / 2ГС \ 

<Ы -(^г) 




ЛГ ЛГ 2 ГС 

лс + лс + лс 


2ЛГ + 2ГС 
Л С 


2_\3 

3, 


_8_ 
27 ’ 


т. е. 


— С — 
5 ^ 27 ’ 


что нам и требовалось доказать. 

.. х 4 

Из решения задачи вытекает, что равенство озна- 

чает, что <27" = АТ, т. е. что 5 = Л и значит, точки В, Л, В при 

АТ 2 ТС АТ 2 


надлежат одной прямой, и что 


например, рис. 93, б, где 


ВЛ 


ЛС 


ЛС 


т - е - лс = з (см - 


АТ 


ВЯ ВЛ 


ВВ 


Т - и потому -ас = Ж = -ов = 
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= у; заметим еще, что в то время как на рис. 93, а точка Т строит- 
ся как четвертая вершина параллелограмма с вершинами К, С} и Р 

АТ 2 

на рис. 93,6 эта точка определяется равенством - лп = — , и за- 

АС О 

тем по ней восстанавливается точка Р). Если же невырожденный 
четырехугольник АВСО достаточно близок к изображенному на 
рис. 93, б (вырожденному) «четырехугольнику» (и точка пересече- 
ния стороны АВ четырехугольника с прямой С}Р [| ИА близка к точ- 
ке Р рис. 93,6), то отношение может быть сделано сколь 
, 4 

угодно близким к — , откуда следует, что улучшить оценку 


а < -уг 5 нельзя. 


44. В решении этой задачи несколько раз используется алгеб- 
раическое неравенство Коши 1 ) 


{АХ + ВУ) 2 < (Л 2 + В 2 ) ( X 2 + У 2 ) 


(*) 


(где Л, В, X, У — положительные числа), справедливость которого 
вытекает из того, что 

(Л 2 + В 2 ) {X 2 + У 2 ) - (АХ + ВУ) 2 = 

- А 2 У 2 + В 2 Х 2 - 2 АВХУ = ( АУ - ВХ ) 2 > 0; 

из этого доказательства неравенства (*) следует, что равенство в 
нем достигается лишь при А У = ВХ , или при А : В — X : У. 

Заметим теперь, что если, скажем, а — наибольший из отрезков 
а, Ь , с, то 

“ 2 = у( а і + а г) <_ 2 [( 6 і + с і) 2 + ( 6 2+ с 2) 2 ] = 

= ~2 [( 6 1 + Ь 1 ) + (4 + 4 )] + ( Ь 1 С 1 + Ь 2 С 2 ) < 

<Ь 2 + с 2 + Ѵ(Ь\ + Ь I) (с 2 + 4) = Ь 2 + с 2 + (У 2 Ь){Ѵ 2 с)=(Ь+с) 2 


(здесь использовано неравенство (*), в котором положено Л = Ь 4 , 
В = Ь 2 , X = с і, У = Сг), и значит, а < Ь + с, т. е. треугольник Т 
со сторонами а, бис существует. 

Далее, пусть /г і, /г 3 и к — высоты треугольников Ті, Т 2 и Т, опу- 
щенные, скажем, на стороны длин а\, а 2 и а; в таком случае, оче- 
видно, 

= у а\к ь 5 2 = у а 2 к 2 и $=у'ай. 


') Ср. задачи 289 и след, книги Д. О. Шклярского, 
Н. Н.. Чен нова, И. М. Яглома, названной в подстрочном при- 
мечании на стр. 39. 
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С другой стороны, применение теоремы косинусов к треугольни- 
кам Т = АВС , Т і АіВіСі и Тг = Л 2 В 2 С 2 дает 


ас со 5 В = 


а 2 + с 2 — 6 2 


( а І + ар + (с | + с 2 ) — (б 2 + *г) 


а] + с 2 — * 2 


2 і 9 «о 

а5 + с5 — 6; 


(Ч\С 1 СОЗ + а 2 С 2 С05 В 2 ). 


Возводя обе части последнего равенства в квадрат, получаем 

а 2 с 2 соз 2 В = (а : сі соз В, + а 2 с 2 соз В 2 ) 2 , 

откуда, снова используя (*) (где теперь надо положить А = а и 
В = а 2 , X — с і соз В і и К = с 2 соз В 2 ), имеем 

а 2 с 2 соз 2 В < -і- (а( + а 2 ) (с 2 соз 2 В, + соз 2 В 2 ), 

или, поскольку а 2 + а 2 = 2а 2 , 

с 2 соз 2 В < (с 2 соз 2 В, + с\ соз 2 В 2 ), 


где равенство имеет место лишь в том случае, когда 
а { : а 2 — Сі соз В , : с 2 соз В 2 . 

С другой стороны, с" = — (с 2 + с|); вычитая почленно из этого 

равенства последнее неравенство (и используя то, что 1 — соз 2 а = 
= зіп 2 а при всех а), получаем 

с 2 зіп 2 В > (с 2 зіп 2 В, + сі зіп 2 В 2 ). 

Но, очевидно (сделайте чертеж!), с зіп В = к, С\ зіп В [ = к { и 
с 2 зіп В 2 = * 2 ; таким образом, имеем 

>{(/,?+ 

где условия равенства — те же самые, что и выше. 

Теперь мы можем перейти к решению задач б) и а) (в этом 
именно порядке!). 

б) Очевидно (здесь мы снова используем неравенство (»), 
а также то, что а 2 + а 2 = 2а 2 , к] + Л 2 < 2/г 2 ), 

[у ( 5 1 + 5 2)] = [7 (“1*1 + “»*2)] 2 < ( х) 2 [(а? + а 2 ) (/г 2 + Л 2 )] < 

<({) 2 2а 2 -2/г 2 = |(а/г) 2 = 5 2 . 
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и значит, 


1 ( 5 , + $*)<$, 


где равенство имеет место, лишь если 


и 


аі : а 2 = с і соз В ( : с 2 соз В 2 
Оі : а 2 = й] : Н 2 = зіп і?! : с 2 зіп В 2 , 


т. е. если соз В ( : соз В 2 = зіп Ві : зіп В 2 , т. е. і§В 1 — 1%В 2 , и 
В і = В 2 , после чего наши условия принимают вид 

С1\ ! 0-2 == С[ • ^ 2 , 


что (совместно с равенством Ві = В 2 ) означает подобие треуголь- 
ников Т і и Т 2 . 
а) Так как 

[1 ( 5 . + 5 2 )] 2 = 5 , 5 2 + [1 ( 5 , - 5 2 )] 2 > 5 , 5 2і 
то из результата задачи б) следует 

5>1(5 1 + 5 2 )>^ЗД; 


при этом, так как 5 = (5[ + 5 2 ), лишь если треугольники Ті и 

Тг подобны, и 1 (5і + 5 2 ) = ]^515 2 , лишь если 5і — 5 2 = О, 

т. е. если треугольники Т і и Тг равновелики, то равенство в 
задаче а) имеет' место, лишь если треугольники Ті и Тг подобны и 
равновелики, т. е. если они равны. 

45. а) Пусть ЛВСО — рассматриваемый четырехугольник, О — 
точка пересечения его диагоналей и а — угол между диагоналями 
АВ = а, ВС = Ъ, СИ = с, ЭА = Л, АС = е, ВО = } (см. рис. 94, а, 
где четырехугольник АВСЬ — выпуклый). Заметим прежде всего, что 

5 = 5 оав + 8 овс + 5 осо + 5 оод = у О А • ОБ Зіп а + 

+ 1 О В • ОС зіп а + 1 ОС • 00 зіп а + 1 О О • О А зіп а = 

= 1 [ОЛ • 03 + ОВ • ОС + 0С-00 + 00-0А] зіп а = 

= 1 (О А + ОС) (03 + ОО) зіп а = 1 е{ зіп а, (*) 

откуда непосредственно вытекает утверждение задачи а): 

5 = 1 е\ зіп а < 1 - е] = 1 [(е* + / 2 ) - (е - /)’] < 1 (е 2 + П («) 
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при этом равенство 5 = — (е 2 + / 2 ), очевидно, имеет место в том 

и только в том случае, когда а = 90° и е — / = 0, т. е. для четы- 
рехугольников, диагонали которых равны и взаимно перпендики- 
лярны. 

б) Четырехугольник, вершинами которого служат середины К, 
Ь, М и N последовательных сторон исходного четырехугольника, 
является, очевидно, параллелограммом, стороны которого равны 



' Лі 
и 7 
м 
1 1 
I I 
I I 



половинам диагоналей исходного четырехугольника и параллельны 
этим диагоналям: в самом деле, так как КЬ и /Ш — средние линии 

А АВС и ААйС (рис. 94, о), то КЬ || ІѴЛІ || АС и КЬ = ЛШ = -у АС; 

точно так же /(Л 7 Ф ЬМ = ВО. Поэтому, если обозначить пло- 
щадь параллелограмма КЬММ через то *) 

4 = ЛХ • ЬМ віп А КЬМ = ^ е | (-І- ! ) 5 ‘п а = е{ эіп а = 5. 

С другой стороны, применяя неравенство (**) решения задачи а) 
к параллелограмму КЬМЫ с диагоналями КМ = т и ЬЫ = п. 


’) Это следует также из того, что 

^АКЦ + 5 СЛП = ~4 5 АВО ~4^СВО~~4 ^ И $ ВК І. + ^ ^N М~ ~ 4 
откуда 

5 = 5 ~ ( 8 ЛКЫ + 5 В/СІ + 5 СІМ + 5 вм/ѵ) = 

"Мт 5 +т 5 Н 5 - 

|75 


получаем 


5 = У 5< Т (,п2 + " 2) ’ 

откуда следует, что 

5 ^ -і- (т 2 + п 2 ). ( ***) 

При этом равенство здесь имеет место лишь в том случае, когда 
т = п и КМ Л ВІѴ, т. е. когда параллелограмм КІ^МЫ — квадрат 
(что в свою очередь снова приводит нас к требованию равенства и 
перпендикулярности диагоналей исходного четырехугольника АВСВ). 

в) Применим теперь к параллелограмму /(САВѴ решения зада- 
чи б) равенство (*) решения задачи а): 

~2 1 $ — 5 == ту КМ • ЦК зіп // КС}!* = -рр піп зіп р, 

где р — угол между средними линиями КМ и В./Ѵ четырехугольни- 
ка ЛВСВ; отсюда следует, что 

5 = пм зіп р піп, 

где равенство имеет место лишь в случае Р = 90°, т. е. для четы- 
рехугольника ЛВСВ, для которого параллелограмм КП ИЛ/ является 
ромбом — для четырехугольника с равными диагоналями. 

Заметим теперь, что 

т = КМ (ВС + ЛВ) = у (Ь + а) 

и 

«= В/Ѵ <±(ЛВ + СО) = -^(а + с), 

причем первое неравенство обращается в равенство, лишь если 
ВС || ЛВ; аналогично п=-^-(а + с) лишь при АВ || СВ. Для того 

чтобы доказать, скажем, неравенство т^-^-(6 + й), достаточно 

отложить от точки К отрезки КС' # ВС и КВ'фЛВ (рис. 94,6). 
Так как при этом четырехугольники КВСС и Л/Ш'В суть паралле- 
лограммы, то СС ф ВК и ВВ' ф АК\ поэтому СС' Ф ВВ', и значит, 
СС'ВВ' — параллелограмм. Середина М стороны СВ является, оче- 
видно, точкой пересечения диагоналей этого параллелограмма, т. е. 
М является и серединой отрезка С'В'. 

Теперь, откладывая на продолжении КМ за точку М отрезок 
МКі — КМ и соединяя К і с С', получим, что Л КіМС' — А КМЭ' 
(ибо КхМ = КМ , МС = МО' и К КіМС’ = А КМО’)\ поэтому 
КіС’ — КО' и, значит, 

2т = 2КМ = ККі < КС' + С'Кі = КС' + Кй' = ВС + Ай = Ь + а. 

Яснр также, что 2 т = 2 КМ — ВС + ЛВ = Ь + д, лишь если 
КС' К і — прямая линия, т. е. если ВС || ЛВ. Аналогично устанавли- 
вается и неравенство 2п ^ а + Ь, обращающееся в равенство лишь 
при ЛВ || ВС. 
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Окончательно получаем 

5 < пт < -і- (а + с) (Ь + Л), 

что и требовалось доказать. Равенство здесь имеет место, лишь 
если АВ || ОС, ВС || Ай и АС = ВО, т. е. если четырехугольник 
АВСй — прямоугольник. 

46. а) Поскольку проекции многоугольника М на оси х и у 
равны 4 и 5, то М целиком заключается внутри прямоугольника 
АВСО = Р размером 4 X 5 = 20, стороны которого параллельны ко- 
ординатным углам. Те же соображения убеждают нас, что много- 
угольник М заключается внутри прямоугольника аЬссі == р размером 
3^2 Х4^2, стороны которого параллельны биссектрисам и и 
координатных углов. Поэтому М принадлежит пересечению 
<Э = Р Г) р (П — теоретико-множественный знак пересечения), и нам 
остается лишь выяснить, при каком расположении Р и р площадь 
восьмиугольника <2 (может быть, вырожденного, т. е. имеющего 
менее восьми сторон) будет наибольшей. 

Нетрудно понять, что ширина прямоугольника Р в направлении 
прямой /і равна 4,5 У2\ в самом деле, если АС і — проекция диаго- 
нали АС прямоугольника Р на прямую /і и Е — точка пересечения 
стороны АВ — 5 прямоугольника с прямой СіЕ А. АС і (рис. 95), то 
АЕ = АВ + ВЕ = АВ + ВС = 5 + 4 = 9, откуда следует, что 

/\ ^ Г~~ 

АС, = -р=- = 4,5 у 2. Таким образом, перпендикулярные / ( сторо- 
ны прямоугольника р отсекают от Р два равнобедренных прямо- 
угольных треугольника АІ)Ѵ и СУ2, сумма высот Н А и Н с которых, 
опущенных на гипотенузы ѴѴ и К2, равна 4,5 У 2 — 3 )/~2 = 
= 1,5)^2. Сумма площадей этих треугольников, очевидно, равна 

Н А + Л с = -гг [( Н А + Л с) 2 + (Ад — Ас) 2 ] = 

= тг[(і>5 У 2? + (Н А - Н с ) 2 \ ^ 2,25 + ~ ^ 


(почему?); она будет минимальна, если Н А = Н с — и в этом случае 
8 ацѵ + 5 СК 7 = 2 ’ 25- 

Аналогично этому и ширина прямоугольника Р в направлении 
прямой /г также равна 4,5 У 2 (проекция Вй і диагонали ВО пря- 

4 _і_ 5 і 

моугольника Р на прямую ВОі || / 2 равна — -=- = 4,5^2 


У 2 

этому параллельные 1\ стороны р отсекают от Р (равноведренные 
прямоугольные) Д ВАН7 и АОРТ, сумма высот Н в и Н в которых, 
опущенных на гипотенузы ХѴР и РТ, равна 4,5 У 2 — 4 \/~2 = 0,5 У 2. 
Сумма площадей этих треугольников, равная 


А| + = у [( н в + Ад) 2 + (Н в - Н а ) 2 \ = 

= 1 [(0,5 УТ) 2 + (Н в - Ад) 2 ] = 0,25 + 
достигает минимума 0,25, если А в = Н в . 


(А В ~Ѵ > 2 
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Окончательно мы заключаем, что площадь <3 не больше чем 
20 - 2,25 - 0,25 = 17,5, 
откуда и вытекает требуемое неравенство: 

5 < 17,5. 

Нетрудно видеть, что многоугольник М может быть таким, что 
5 = 17,5 (изобразите его!). 

Примечание. То, что площадь восьмиугольника <2 будет 
наибольшей в том случае, когда На = Н с и Н в = Н в , где Н А , Н в , 
Нс и Ли — высоты треугольников АСІѴ, ВХѴР, СУ 2 и ОРТ 
(рис. 95), можно установить и без всяких расчетов. В самом деле^ 



если прямые ЧоѴц и У 0 Х о (стороны прямоугольника р о) симметрич- 
ны относительно центра О прямоугольника Р (на рис. 95 эти пря- 
мые изображены пунктиром) и высоты треугольников АІІоѴо и 
СУ о2о равны, а прямые ѴѴ и УХ (стороны прямоугольника р в дру- 
гом, произвольном положении) не симметричны относительно О, то 
объединение треугольников АѴ 0 Ѵ а и СУ 0 Х 0 , отрезаемых прямыми 
Ѵ й Ѵц и У о2 0 от р, отличается от объединения аналогично полу- 
чаемых треугольников Аі/Ѵ и СУХ двумя «полосками» (равно- 
бочными трапециями) СІ 0 Ѵо VII и У 0 Х 0 ХУ одной и той же «ши- 
рины» (одной высоты). При этом легко видеть, что на рис. 95 
■ ь Ѵ 0 ѵ ( ,ѵу > 8 у, г „гг, в силу чего і ЛІ/(|Ѵ / 0 + 8 су„г,< 8 Аиу + 8 су г- 
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Аналогично устанавливается и неравенство 

о + < 8вхѵг + 

где высоты треугольников ВХоѴРо и ОЦоТо равны. 

б) Аналогично решению задачи а) устанавливается, что иско- 
мый многоугольник М заключается внутри пересечения О = Р П р; 
при этом, поскольку М проектируется в четырех направлениях от- 
резками заданной в условии длины, то он имеет точки на всех 
восьми сторонах восьмиугольника С? = ЦТІІѴѴРХУ2. Обозначим эти 
восемь точек последовательно через г, I, и, ѵ, и), х, у и г (рис. 96; 
не исключено, что некоторые 
из названных точек совпадут 
с вершинами <3 или между со- 
бой); так как многоугольник М 
выпуклый, то он обязательно 
будет содержать внутри вы- 
пуклый восьмиугольник ? = 

?=гІиѵи)хуг (который также мо- 
жет фактически иметь < вось- 
ми сторон!), возможно, совпа- 
дая с ним. Таким образом, наша 
задача сводится к тому, чтобы 
установить, когда будет наи- 
меньшей площадь у. 

Заметим прежде всего, что 
если вершины I и г восьми- 
угольника у закреплены, то, 
стремясь уменьшить площадь 
А ггі, мы всегда можем сдви- 
нуть г в одну из вершин Ц или 
Т восьмиугольника <2. В самом деле, если г не совпадает с Ц и I 
не совпадает с Г, то в случае, когда гі К- ЦТ, площадь Д ггі будет 
меньше всего при совпадении Г с тем из концов отрезка ЦТ, кото- 
рый ближе к прямой г(\ если же гі || ЦТ, то площадь А ггі вовсе не 
зависит от положения точки г на ЦТ, и мы снова можем считать эту 
точку совпадающей с Ц или с Т. Аналогично, если г совпадает с Ц 
или I совпадает с Т, то (равный нулю) минимум площади Д ггі до- 
стигается, когда г совпадает с той же точкой; если же и г совпа- 
дает с Ц и I с Т, то нам безразлично, где расположить (фиктив- 
ную!) «вершину» г восьмиугольника у, и мы можем свободно счи- 
тать ее совпадающей с Ц или с Т. Разумеется, это рассуждение со- 
храняет силу и в применении к любой другой вершине восьмиуголь- 
ника у, так что можно смело считать, что все вершины у совпадают 
с какими-то вершинами С}. 

Но этим наши заключения о виде восьмиугольника у наимень- 
шей возможной площади не ограничиваются. Предположим, напри- 
мер, что вершина г этого многоугольника совпадает с вершиной Ц 
многоугольника 0 (рис. 97). Ясно при этом, что если у совпадает 
с У, то площадь А угг будет меньше всего (а именно будет =0), 
если также и вершина г восьмиугольника у совпадет с той же точ- 
кой Ц; если же у = 2, то мы также можем считать, что (фиктив- 
ная) вершина г совпадает с Ц. Далее ясно, что если у совпадает 
с У, то по тем же соображениям и х совпадет с У; точно так же, 
если х совпадает с К, то и у совпадет с У; поэтому либо обе точки 


С 
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х и у совпадают с У (рис. 97 , а, б), либо у совпадает с 2, а 
х — с X, причем в последнем случае точка ш тоже должна совпасть 
с X (рис. 97, в). Точно так же устанавливается, что либо точки I и 
и обе совпадают с II, либо і совпадает с Г и тогда точки и и ѵ обе 
должны совпасть с V. Таким образом, если точки гиг совпадают 
с Р, точки і и } — с У, а точки і и и — с V, то либо две оставшие- 
ся вершины ѵ и іѵ восьмиугольника у обе совпадают с 1Р (рис. 97, а). 


с 



Ѵ’і-и а В 



а $ 


а 


В) 


В) 


Рис. 97. 


либо ѵ совпадает с Р, а іи — с X (рис. 97,6). Если точки гиг 

совпадают с К, точки х и у — с У, точка I — с Т и точки и и ѵ 

с V, то в случае, когда точка ш совпадает с ІР, мы приходим к 
пятиугольнику РГРІРУ во всем подобному пятиугольнику рис. 97, б; 
если же точка ш совпадает с X, то «восьмиугольник» обращается 
в пятиугольник НТѴХѴ того же типа, что и два предшествующие. 
Наконец, случай, когда точки гиг совпадают с Р, точка у — с 2, 
точки х и ш — с X, точка і — с Т, а точки и и ѵ — с V (рис. 97, в), 
является невозможным, ибо при этом мы можем еще уменьшить 
площадь (вырожденного) «восьмиугольника» у = ЯТѴХХ, совме- 
стив г с 2 и г — с Т. Поэтому интересующий нас восьмиугольник у 
обязательно будет выроокденным, а именно, он будет представлять 
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собой либо четырехугольник типа РІ/ѴРУ (рис. 97, а) или ТѴХ7 . , 
либо пятиугольник типа РІІѴХУ (рис. 97,6). 

Рассмотрим эти два случая последовательно. Более, простым из 
них является тот случай, когда «восьмиугольник» наименьшей 
площади обращается в четырехугольник Кі/Ѵ/У или ТѴХ2. 
Дело в том, что площади четырехугольников РІЛѴУ и ТѴХ2 вовсе 
не зависят от взаимного расположения прямоугольников р и Р. 
В самом деле, пусть АВ = а ( = 5) и Ай = Ь ( = 4)— стороны 
прямоугольника Р\ отрезки сторон этого прямоугольника, отсекае- 
мые сторонами прямоугольника р, обозначим через а, (5, у и б, как 
это указано на рис. 97, а. В таком случае 

8 выхру = 5 лвсо т ~ 8 вхѵѵ ~ 8 сук ~ 8 от = 

= аЪ — у [(а — Р) а + (Ь — у) р + (а — 6) у + {Ь — а) б] = 

= аЬ - -і [а (а + у) + Ь ((5 + б) - (сф + |3у + уб + ба)] = 

= аЬ — у [(а + у) а + (Р + 6) Ь — (а + у) (0 + б)]. 
Но (ср. с решением задачи а)) 

я + У = (Ьд + А с ) = У 2 = 3 . 

И 

Р + 6=-/2(Л в + Л д ) = И г 2 і х-=1, 

откуда и следует, что 

^ ки'Х/Ѵ ~ ® ^ (3 ■ 5 + 1'4 3 - 1 ) = 20 2 " ' 16=12 

независимо от расположения прямоугольников р и Р. Точно так нее 
устанавливается, что 

8 тѵхг = 8 авсэ ~ 8 атѵ ~ 8 вѵх ~ 8 схг ~ 8 эгт = 

= аЬ — -і- [(6 — б) а + (а — а) р + (Ь — Р) у + (а — у) 6] = 

= аб — [(Р + б) а + (а + у) 6 — (а + у) (Р + 6)], 

т. е. 

8 т Ѵ хг = 5 - 4 -4 (і '5 + 3-4-3 - 1) = 20-~ 14=13. 

Перейдем теперь к тому случаю, когда «восьмиугольник» <7 
фактически является пятиугольником (ср. рис. 97,6). Одна 
сторона этого пятиугольника целиком принадлежит стороне р и 
одна — стороне Р\ рассматривая отдельно случаи, когда сторона у 
принадлежит большей и меньшей стороне р и когда сторона <7 при- 
надлежит большей и меньшей стороне Р, мы получим следующие 
четыре типа рассматриваемых пятиугольников. 
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1° Одна сторона пятиугольника у принадлежит большей сто- 
роне прямоугольника Р (например, стороне АВ), другая — большей 



стороне р (скажем, стороне Ы; рис. 98, а). В этом случае, очевидно, 
имеем 


5 ч~ 5 тѵ'х г ѵг 5 лвсо' 


АТѴ 


с с с 

°ВП7К СУ2 


= аЬ — — [(Ь — 6) а + (Ь — у) Р + V 2 + (а — у) б] = 

== аЬ — [(а + р) Ь + ба — (а + у) б + у 2 — ру]. 


или, поскольку а = 5, 6 = 4, а + у = 3 (т. е. а = 3 — у)иР + б = 1 
(т. е. (5 = 1 — 6), 

5 9 = 5 • 4 - -і [(4 - у - 6) • 4 + 6 • 5 - 36 + у 2 - ( 1 - 6) у] = 

= 20 - ~ [ 1 6 - 5 Ѵ - 26 + у 2 + бу] = 

= 20 - 8 + 1 [26 + (5 - у - 6) у] > 12, 

ибо 6^0, у^0иу + б<5 (так как у ^ 3 и 6 1). 

182 


2°. Одна сторона пятиугольника у принадлежит большей сто- 
роне прямоугольника Р (например, стороне АВ), другая — меньшей 
стороне р (стороне ад-, рис. 98,6). В этом случае имеем 

= ^КГѴѴУУ = 5 ЛВСО ~ 8 АТѴ ~ 5 ВѴУУ ~ 5 СУ к ~ 8 ОКТ ~ 

= аЬ - [(6 - 6) а + (6 - ѵ) Р + (а - 6) у + 6 2 ] = 

= аЬ — [(а + Р) Ь + уа — (а + у) б — Ру + б 2 ] = 

= 5 • 4— -±- [(4 - у - 6) • 4 + у • 5 - 35 - (1 - б) у + б 2 ] = 

= 20 - ± [ 16 - 76 + Ѵ 6 + б 2 ] = 20 - 8 + ^ (7 - у - б) б > 12, 

так как б ^ 0 и, очевидно, у + б < 7. 

3°. Одна сторона пятиугольника д принадлежит большей сто- 
роне прямоугольника р (скажем, стороне аЬ), а другая — меньшей 
стороне прямоугольника Р (стороне ВС; см. рис. 97,6). Тогда 

= 5 КѴѴХУ = 5 ЛВС/> — 5 /ШК — 5 вух — 5 су к ~ 5 орц = 

= аЬ ~ іг І® 2 + (° ~ “) Р + ( а ~ б) V + ( ь — «) б] = 

= аЬ — у [(р + у) а + 66 — (а + у) б — сф + а 2 ] = 

= 5 • 4 - і- [(4 - а - б) • 5 + б • 4 - 36 - ( 1 - б) а + а 2 ] = 

= 20 - [20 - 6а - 46 + аб + а 2 ] = 

= 20 - 10 + у [46 + (6 - а - б) а] > 10, 

поскольку б > 0, ® ^ 0 и, разумеется, а + 6 < 6. 

4°. Одна сторона пятиугольника <? принадлежит меньшей сто- 
роне Р (например, стороне Ай), другая — меньшей стороне р (сто- 
роне Ьс; рис. 98, в). В этом случае получаем 

5 < 7 = ^тч/ѵтхх = 5 лвсо ~ 5 лслг ~ 5 в«7х ~ 5 схг ~ 5 огт ~ 

= об — у [(а — Р) а + Р 2 + (6 — Р) ѵ + (а — ѵ) б] = 

= аЬ - -і [(а + б) а + \Ь - (Р + б) у + Р 2 - «р] = 

= 5 - 4 — -|-[( 4 — р — у)-5 + у- 4 — у + Р 2 — (3 — у)Р] = 

= 20 - у [20 - 8Р - 2у + Р 2 + Ру] = 

= 20- Ю + -і[2у + (8-р-у)р]> 10, 
ибо Р>0, у >0 и Р + у<8, 
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Таким образом, во всех случаях 5, ^ 10; равенство 5, = 10 
имеет место, например, если в условиях рис. 97, б а = б = 0 
(рис. 99). В этом случае восьмиугольник (2 вырождается в пяти- 
угольник, а <7 вырождается в треугольник (почему?). 



47. Площадь будет наибольшей в том случае, когда все полосы 
сдвинуты в положение, при котором они имеют общий центр сим- 
метрии. Доказательство этого, аналогичное решению задачи 46а) 
(см., в частности, примечание в конце этого решения), предостав- 
ляется читателю. 

Примечание. Условие «симметричного расположения» всех 
полос является достаточным для того, чтобы площадь их пе- 
ресечения была наибольшей из всех возможных, но оно может и 




Рис. 100. 

не быть необходимым для этого (ср. очевидные рис 100 а 
и б, на которых площадь пересечения полос /, 11 и III одинакова)! 

48. Пусть прямоугольник Л 1 В 1 С,П 1 со сторонами /4,5, = а и 
Л,Пі== 6 и площадью 5 отсекает от равного ему прямоугольника 
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АВСй треугольники АКЬ, ВММ, СРС } и ОРТ (рис. 101, о). Достроим 
эти четыре треугольника до прямоугольников АКВА', ВМИВ\ СРС)С' 
и йРТй' (эту операцию можно понимать как своеобразное «заги- 
бание уголков» бумажного прямоугольника АВСй) и докажем, что 



изображенные па рис. 101, а тонкими линиями треугольники А'КВ, 
В'МЫ, С'РС) и О ВТ .попарно не пересекаются; отсюда уже будет 
следовать, что 

5 Д АКТ ^ 5 Л ВШ + 5 Д СРСі + 5 Д йЦТ < ^КТМКРЧКТ’ 
т. е. что 

С \ с 

; К ІМІѴ РСІКТ "2 

В самом деле, два «соседних» треугольника, скажем А'КЬ и В'ММ, 
не могут пересечься потому, что^любая параллельная АО || ВС пря- 
мая I, пересекающая отрезок ЬМ 
стороны АВ прямоугольника АВСй, 
отделяет их друг от друга. Если же 
имеют общую точку Р «противопо- 
ложные» треугольники, например 
Л'/СЕ и С'РС) (рис. 101,6), то прохо- 
дящая через Р прямая, параллельная 
АО || ВС, пересекает гипотенузы КІ* и 
РС? этих треугольников в таких точ- 
ках С и V, что ІІѴ < Ай = Ь\ од- 
нако это противоречит очевидному 
неравенству ІІѴ > = Ь. 

Полученное противоречие и до- 
казывает требуемое утверждение. 

49. Заключим плот Р, про кото- 
рый мы считаем, что его площадь 
2 У 2 и что он еще не достиг по- 
ворота канала, в наименьший воз- 
можный прямоугольник Р=А іВіВ 2 Л 2 , 
ограниченный берегами канала и 
двумя перпендикулярными берегам отрезками (рис. 102). Так как 
площадь плота ^2)^2, то тем более >2)^2 площадь прямо- 
угольника Р ширины 1; поэтому, если А и В — точки перпендику- 
лярных каналу сторон АіАг и В^Вг прямоугольника, в которых эти 
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стороны соприкасаются с Р, то АВ ^ Л,В, 2 1^2. Отсюда, в точ- 
ности как в решении задачи 81 ниже, устанавливается, что если плот 
может пройти поворот канала, то в процессе своего движения отре- 
зок АВ (а значит, и весь плот) повернется по отношению к своему 
первоначальному положению на угол > 45°. 

Рассмотрим теперь то положение плота Р, когда он повернулся 
ровно на 45°‘); при этом прямоугольник Р, который мы считаем 
жестко скрепленным с плотом, также повернется на 45° по отноше- 
нию к своему исходному положению (прямоугольник Р в процессе 
движения плота может, разумеется, и выйти за пределы канала). 
В этот момент стороны прямоугольника, первоначально совпадаю- 
щие с берегами канала, совпадут с какими-то прямыми Іі и Іг пер- 
пендикулярными биссектрисе образованного каналом угла; расстоя- 
ние между и и и равно 1. 

Прямые / 1 и Іг не могут спуститься «ниже» изображенных на 
рис. 102 прямых и і\, так как иначе пересечение ограниченной 
и и Іг полосы с каналом распалось бы на два параллелограмма 
площади У 2 (напомним, что как ширина канала, так и расстоя- 
ние между /і и Іг равны 1) и (состоящий из одного куска!) плот 
заключался бы в одном из этих параллелограммов, т. е. его пло- 
щадь была бы даже ^ уТГ. Но если Іі и Іг расположены «выше» 
прямых /, и /®, то площадь пересечения образованной Іі и Іг по- 
лосы с каналом отличается от площади двух ограниченных /| и 


параллелограммов площади У 2 (они заштрихованы на рис. 102) 
тем, что от общей площади параллелограммов отнимаются два 
«малых» параллелограмма КЬМЫ и РС}ВТ, а прибавляются равные 
им, но перекрывающиеся параллелограммы К'ОМ'Ы' и 
ОС}'Р'Т'. Этим доказано, что площадь пересечения ограниченной Іі 
и Іг полосы (содержащей прямоугольник Р, а значит, и плот Р) 


с каналом меньше общей площади 2 У 2 заштрихованных на 
рис. 102 параллелограммов, а значит, тем более будет < 2 У 2 и 
площадь плота Л 

50. Докажем предварительно, что если в пространстве даны 
две не параллельные прямые а и Ь и из трех последовательных то- 
чек А і, Аг, /4з прямой а опущены перпендикуляры АіВ і} А 2 Вг, А 3 В 3 
на прямую Ь, то А 2 Вг меньше одного из двух отрезков А\В і и А 3 В 3 . 
Действительно, проведем через прямую Ь плоскость М, параллель- 
ную прямой а (рис. 103) и пусть А {1 Л\, А 3 — проекции точек А и 
Аг, Аз на плоскость М. На основании теоремы о трех перпендику- 
лярах заключаем, что а\В { , а' 2 В 2 , А^В 3 А. Ь. Так как отрезок 


А' 2 В2, очевидно, меньше одного из двух отрезков А'в^ А 3 В 3 , то 
отрезок А г В г меньше одного из двух отрезков АіВ и АзВ 3 , что и 
требовалось доказать. 

Перейдем теперь к решению поставленной задачи. 

1°. Пусть в треугольной пирамиде (тетраэдре) АВСй сечение 
В С О проходит через ребро СО (рис. 104, а). В треугольниках АСО, 
ЯСй, ВСО при общем основании СД высоты, опущенные на эту 
сторону, суть перпендикуляры, рассмотренные выше. Так как Я 


') См. подстрочное примечание 2 ) на стр. 303, 
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/ 

лежит между А и В, то 5л с о меньше площади одного из тре- 
угольников АСй и ВСО. 

2°.. Пусть сечение АР К проходит через вершину А тетраэдра 
(рис. 104,6). Соединим Р с противолежащей вершиной 7) треуголь- 
ника ВСО. Тогда в тетраэдре РАВИ треугольное сечение РАК про- 
ходит через ребро АР\ поэтому либо 5 лал < Врав либо 5 рал < 



<5арс. В первом случае имеем Врав < В А вс, так как АРАБ 
есть часть треугольника АВС\ то втором случае, применяя к сече- 
нию АБР тетраэдра АВСБ результат п. 1°, находим, что 5 алс 
меньше площади одной из граней АСО или АВО, поэтому и по- 
давно то же имеет место по отношению к 5рлл. Итак, наше утвер- 
ждение доказано и для этого вида треугольных сечений. 


В 



а) 


В 



6) 


А 



В) 


Рис. 104. 


3°. Рассмотрим, наконец, сечение Р()К наиболее общего вида 
(рис. 104, в). Произвольную вершину Р треугольника РС}К, лежа- 
щую на ребре АС тетраэдра, соединим с концами В и О противо- 
положного ребра ВО. По доказанному в п. 2° Вр ЯК меньше пло- 
щади хотя бы одной грани тетраэдра РАВО. Но для любой грани 
тетраэдра РАВО найдется равная ей или большая грань тетраэдра 
САВО. Действительно, грань АВО у этих двух тетраэдров общая, 
А РАВ и Л РАБ суть части Д АВС, соответственно Д АБС, а В РВ о 
меньше либо 5влв, либо 5всг>, так как РВО есть сечение тетра- 
эдра АВСБ, проходящее через его ребро. Отсюда следует справед- 
ливость теоремы. 

51. а) Проекция любого многогранника на плоскость есть мно- 
гоугольник, вершины которого являются проекциями некоторых 
вершин многогранника. Так как у тетраэдра четыре вершины, то 
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в зависимости от выбора плоскости проекций его проекция может 
быть либо треугольником, либо четырехугольником. Рассмотрим оба 
эти случая. 

Г. Пусть правильный тетраэдр АВСО проектируется в тре- 
угольник А'В'С, совпадающий с проекцией одной из его граней — 



грани АВС (рис. 105, а). По известной формуле для площади орто- 
гональной проекции плоской фигуры имеем 

5 А'В'С — 5 АВС С03 Ф < 5 АВС' 


здесь ф — угол между плоскостью грани и плоскостью проекции 
Площадь проекции будет наибольшей, когда созф = 1, ф = 0, т. еі 
когда плоскость АВС параллельна плоскости проекции; в этом 
случае 


5 А'В'С' — 5 лвс 


а 2 

4 ’ 


где а — ребро правильного тетраэдра АВСО. 

2°., Правильный тетраэдр АВСО проектируется в четырехуголь- 
ник А'В'С' О' (рис. 105,6). Воспользуемся известной формулой для 
площади четырехугольника: 

^ А'В’С’ И ' ~ ~2 А' В' • В' С' 5Іп а, 


где а — угол между диагоналями А'О' и В' С четырехугольника 
А'В'О'С (см. решение задачи 45а)). Но А'О' и В'С являются 
(ортогональными) проекциями ребер АО и ВС тетраэдра АВСО 
Поэтому А'О' = а соз ф, В'С' = а соз х, где а — АО — ВС, а ф и 
X — углы, образованные ребрами АО и ВС с плоскостью проекции. 

Площадь 5 А'В'С й' — ~2 ° 2 003 Ф С03 X 5 > п а будет наибольшей, если 

соз ф = соз х = 8Іп а = 1, т. е. при ф = х = 0, а = 90°. 

Чтобы получить такую проекцию тетраэдра наибольшей пло- 
щади, построим куб АВСОА’В'СО' со стороной а и впишем 

2 
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в него правильный тетраэдр АСВ'й' с ребром а (рис. 106). Оче- 
видно, что проекцией этого тетраэдра на любую грань куба будет 
квадрат; угол между диагоналями квадрата — прямой, а сами диаго- 
нали равны ребрам тетраэдра. Таким образом, наибольшая пло- 
щадь четырехугольной проекции 
а 2 

тетраэдра равна 


наибольшая площадь 


что больше, чем 

2 \/Т 

2 — его тре- 


а‘ 



Рис. 106. 


угольной проекции. 

Итак, из всех ортогональных 
проекций правильного тетраэдра наи- 
большую площадь имеет квадрат , по- 
лучающийся при проектировании 
тетраэдра на плоскость, параллель- 
ную любым двум его скрещивающим- 
ся ребрам. 

б) Ясно, что тень (ортогональ- 
ная проекция на плоскость) куба 
АВСОАіВіСіОі с ребром а представ- 
ляет собой центрально-симметрич- 
ный шестиугольник А 1 В 1 С І С И А (который может «вырождаться» 
в параллелограмм), противоположные стороны которого равны 
и параллельны; этот шестиугольник состоит из трех параллелограм- 
мов-проекций трех граней куба (на рис. 107 — граней АА,ВіВ, 
АВСО и ВВіСіС; проекции остальных трех граней заполняют тот же 
шестиугольник). Обозначим углы, которые образуют эти три грани 
д с плоскостью проекции, через се, р 

и у; тогда 

5 л'л; в ;в' = я2соза ' 

5 л'в'с'й' = а2со5 Р’ 

8 в' в\с\с‘ ^ а2 С05Ѵ 



Ѵі с і с с л 


= а 2 (соз а + соз р + соз у). 

С другой стороны, очевидно, 

а=^(АА', Ай), Р = г (АА', АА,), у=^(Л/Г, АВ), 

где АА' — «проектирующая» прямая, параллельная направлению 
солнечных лучей (мы предположили, что оно перпендикулярно пло- 
скости проектирования). Разлагая единичный вектор Ае направле- 
ния АА' по составляющим, направленным по (взаимно перпендику- 
лярным!) ребрам АО, АА, и АВ куба, получаем 

Ае =* Асі -р Аа\ -р АЬ, 
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где 


1 = Ае 2 = (Ае) 2 = (АЛ + Ла, + АЬ) 2 = Лгі 2 + Аа 2 + М 2 = 

= (ЛЙ) 2 + (Ла,) 2 + (Л6) г 
и 

Лй = соз а, Лаі = соз [3, АЬ = соз у. 

Таким образом, получаем 

соз 2 а + соз 2 р + соз 2 у = 1 . 

Теперь из алгебраического неравенства ') 

а + Ь + с ^ /"а 2 + Ь 2 + с 2 

з < V з <*> 

(где а, Ь, с — произвольные положительные числа), вытекающего 
из того, что 

а 2 + Ь 2 + с 2 / а + & + с \ 2 

3 I 3 ) ~ 

= у(2а 2 + 26 2 + 2с 2 -2а6-2ас-26с)= * 


= у[(а- Ь) 2 + (Ь- с) 2 + (с - а) 2 ] >0 

(равенство в (*) имеет место лишь при а = Ь = с), получаем 
с 0 _ 8 соз а + соз р + соз у ^ 

а'в'с'с'э'а' ””*** ^ 


<3а 2 


/■ 


соз 2 а + соз 2 р + соз 2 у 


За 2 

Уз 


Уз, 


где равенство достигается лишь при а = р = у, т. е. при проекти- 
ровании куба в направлении его диагонали (в нашем случае диаго- 
нали ВПц в этом случае проекция А[в\с\с’ й' Л' будет представ- 
лять собой правильный шестиугольник). 

Примечание. Предоставляем читателю самостоятельно ра- 
зобрать случай, когда солнце не находится в зените, т. е. ко- 
гда тень представляет собой параллельную , но, вообще говоря, уже 
не обязательно ортогональную, проекцию на плоскость — пра- 
вильного тетраэдра, соответственно куба (при этом по-прежнему 
максимум площади проекции достигается, если расположить рас- 
сматриваемый многогранник так, чтобы солнечные лучи были па- 
раллельны двум противоположным ребрам тетраэдра, соответствен- 
но диагонали куба), а также случаи, когда тетраэдр не является 
правильным или куб заменяется произвольным (скажем, прямо- 
угольным) параллелепипедом. 


*) Ср. Д. О. Шклярский, Н. Н. Ченцов, И. М. Я г л о м. 

Избранные задачи и теоремы элементарной математики (арифме- 

тика и алгебра), задачи 281—283. 
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52. а) Если О — центр искомого центрально-симметричного мно- 
гоугольника т, то, симметрично отразив от О данный Д АВС = Т 
вместе с т (который при этом перейдет в себя), мы убедимся, что 
т вписан также и в ДАіДіСі = Т ( , симметричный А АВС относи- 
тельно О. А так как пересечение 1 ) п = Т (]Ті 
Т и Ті является, очевидно, центрально-симметричным 
ком с центром О, то 


треугольников 

многоугольни- 



В 


наибольший вписанный 
" в Т центрально-симмет- 
ричный многоугольник 
с центром О совпа- 
дает с п. 

Теперь нам осталось 
выбрать точку О таким 
образом, чтобы много- 
угольник п = Т П Гі 
имел наибольшую 
возможную площадь. 

В зависимости от поло- 
жения точки О много- 
угольник п может быть 
параллелограммом (рис. 

108, а) или центрально- 
симметричным шести- 
угольником (рис. 108,6). 

Однако сразу видно, что 
в случае, когда п пред- 
ставляет собой паралле- 
лограмм, всегда можно 
так изменить положение 
точки О, чтобы п стал 
шестиугольником и уве- 
личился по площади (см. 
рис. 108, а) 2 ). Следова- 
тельно, наибольший впи- 
санный в данный тре- 
угольник АВС централь- 
но-симметричный много- 
угольник должен быть 
шестиугольником. 

Обозначим шестиугольник п через КІ-ММР(2 (см. 
рис. 108,6). Для того чтобы площадь п была возможно больше, 
надо, чтобы сумма площадей треугольников ЬВМ, ЫСР и ОЛА 
была возможно меньше. Но все эти треугольники подобны Д АВС\ 
площадь каждого из них относится к площади А АВС соответ- 
1В г ЫР 2 АК 2 

и, следовательно, 



ственно, как 


АВ 2 ’ АВ 2 


и 


АВ 2 


сумма их 


г ) Ср. решение задачи 46 а). 

2 ) Параллелограмм, один угол которого совпадает с углом тре- 
угольника АВС, а противоположная вершина лежит на противоле- 
жащей стороне треугольника, мы для удобства считаем «шести- 
угольником» с двумя противоположными сторонами, равными 
нулю. 
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^3 2 . мр2 I л 1(2 

площадей относится к площади А АВС, как ■ ■ . Сле- 

довательно, нам остается выбрать точку О таким образом, чтобы 
сумма СВ 2 + КР 2 + А К 2 была возможно меньшей. 

Так как ЫР — К,В (противоположные стороны шестиугольника 
КІ-МЫРСІ симметричны относительно О и, следовательно, равны), то 

Л/С + Л1Р + ВВ = Л., -Ь /(I + ІВ = АВ. 

Обозначим АК = х, ЛІЯ = у, СВ = 2 , АВ = х + у + г = а. Не- 
трудно показать, что сумма х 2 + у 2 + г 2 достигает минимума при 

х = у =г — ~. Действительно, 

(*Ч ^ + г ! ) - 3 (|) 2 = (* ! + г ! ) - > о 

(ср. с решением задачи 51 б)). Таким образом, сумма х 2 + у 2 + г 2 = 
= АК 2 + /Ш + ВВ 2 будет иметь наименьшее значение, если 
АВ 

АК = КС = ВВ = — — (т. е. х — у = х — г = у — 2 = 0). В этом 
случае площадь каждого из трех треугольников, отсекаемых от 
А ЛВС сторонами ДЛіВіСі, равна — и > сле Д° ватель но, 8 п = 

Лх 

3 °ЛВС- 

Остается выяснить, для какого положения точки О имеют место 
равенства АК = КС = СВ. Соединим точки С и С Прямая СС , 
проходит через О и пересекает АВ и Л,В, в точках, которые мы 
обозначим через О и В,. Из соображений симметрии следует, что 

ОВ = ОВ,, ВС, = Я> 1 С, 
а из того, что /(В=-^-Л,В ь вытекает 

ВС, = у ВС. 

Отсюда получаем 

с,в = во = ов, = в,с, 

и значит, 

СО = у СВ 

— заключенный внутри А АВС отрезок прямой СО делится точ- 
кой О в отношении 2:1, считая от вершины. Точно так же доказы- 
вается, что отрезки прямых, проходящих через точку О и вершину Л, 
соответственно В, заключенные внутри треугольника ЛВС, делятся 
точкой О в отношении 2:1, считая от вершины. Из этого нетрудно 
вывести, что О есть точка пересечения медиан треугольника ЛВС; 

2 

в этом случае площадь шестиугольника т = п = Т[]Т і равна — 

О 

площади 5 треугольника Т у, если 5 = 1 
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б) Пусть Л АВС заключен внутри выпуклого центрально-сим- 
метричного многоугольника М с центром О. Симметрия относитель- 
но О переводит М в себя и переводит А АВС в АА'В'С', который 
также, очевидно, должен заключаться внутри М. Отсюда следует, 
что наименьший по площади выпуклый центрально-симметричный 
многоугольник с центром симметрии в точке О, заключающий внутри 
себя Д АВС, совпадает с наименьшим выпуклым многоугольником, 
содержащим внутри себя А АВС и АА'В'С', т. е. с выпуклой 
оболочкой шести точек А, В, С, А', В', С' (ср. с началом реше- 
ния задачи 25; так как А и А', В и В', С и С симметричны отно- 
сительно О, то эта выпуклая оболочка — центрально-симмет- 
ричны й многоугольник с центром О). 

Пересечение А АВС и АА'В'С' может быть параллелограммом 
или центрально-симметричным шестиугольником. В первом случае вы- 
пуклая оболочка точек А, В, С, А', В', С' представляет собой изо- 
браженный на рис. 109, а параллелограмм АВА'В', площадь которого 


В' а' 




не может быть меньше удвоенной площади А АВС. В самом деле, 
5 АВА'В’~ 45 лов- 

но ^АОВ - > ибо если бы высота ОР треугольника АОВ была 

меньше половины высоты СН треугольника АВС, то точка С нахо- 
дилась бы вне А АВС (за стороной АВ) и пересечение А АВС 
и Д А'В'С' не было бы параллелограммом. 


7 Д. О. Шклярский и др. 
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Во втором случае выпуклая оболочка рассматриваемых точек 
представляет собой центрально-симметричный шестиугольник 
АС'ВА'СВ' (рис. 109,6), площадь которого в точности равна 
удвоенной площади А АВС. В самом деле, 


3 АС'ВА'СВ ' 


3 0АВ 


' + 8 ОА'В + 5 


3 ОСА' + 8 ОС'А + 8 ОВС' + 8 ОВ'С ~ 
= 28 ОАВ' + 28 ОСА' + 25 ОВС'> 


8 ОАВ’ — 8 ОАВ> 


ибо АО есть медиана треугольника АВ'В, и аналогично 
8 ОСА ' — 8 ОСА’ 8 ОВС' = 8 ОВС' 

следовательно, 

5 АС'ВА'СВ' = 25 ОЛВ + 25 ОСЛ + 25 ОВС = 25 ЛВС‘ 

Простейший пример центрально-симметричного многоугольника 
(наименьшей возможной) площади 25д ВС (т. е. площади 2, если 
8 АВС = 1)> заключающей внутри себя А АВС, доставляет парал- 
лелограмм АВА'С (рис. 109, в). 

53. Ясно, что каждая отличная от центра тяжести М ( точки 
пересечения медиан) внутренняя точка <2 треугольника АВС нахо- 

4 

дится внутри хоть одного из треугольников площади -д ~ 8 А вс’ от * 

секаемых от А АВС параллельными его сторонам прямыми, про- 
ходящими через М (рис. ПО, о); поэтому прямая I, проходящая 



через 0 и параллельная «основанию» отсекаемого треугольника, де- 
лит Д АВС на части, отношение меньшей из которых к большей 
будет меньше чем 

( 9" 5 лвс) • 1Г 5 АВС = 4 : 5 - 

С другой стороны, если М, то отношение $і: 5 2 площадей ча- 
стей, на которые разбивают А АВС, проходящая через (} = М 
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прямая I, всегда заключается в пределах 

5 ^ $2 4 • 

В самом деле, если прямая / пересекает стороны АВ и АС тре- 
угольника в точках V и V, а проходящая через М прямая 1 0 II ВС 
пересекает эти стороны в точках ІІ 0 и Ко, то в случае II М > МѴ 
из рис. 1 10, б, где ІІцР || АС, следует 


8 Аі/ѵ — 8 АЦ а Ѵ о + 8 Ц а ІІМ 


■ — 8 ЛЦ,Ѵ, + 8 МУ 0 Р + 


+ Ао РУ 
поэтому здесь 

Но 


5 ЛГК 0 ѵ - Ау.у, + $у,РУ > $ Д У.К. = -і 8 авс ; 


°АЦѴ 

5 УВСК 


4/9 4 

> 5/9 "Т- 


поскольку 

5 


АЦѴ 
5 УВСК 


< 1 . 


ЛУИ 


= 5 лад - 5 


МУЗ 


+ 5 


МОИ ^ Азо 2 АвС’ 


ибо Ш4 ^ УИК по предположению, ВМ = 2Л1Д > МО и значит 
му в ^ АвГ 

Итак, наиболее выгодной является точка Л1, для которой рас- 
сматриваемое отношение площадей & заключено в пределах Р 

4 5 

вертикальными 6 ^ С , ЧИТЭТЬ СТ ° Р0НЫ квад Р ата * горизонтальными и 
вертикальными и сдвинем параллельно фигуру Ф на расстояние 

пр 0 а 0 во В Так П как Л ф И п Р ОДНОЙ И3 СТ ° Р ° П квад Р ата - скажем, слева на- 
право. Іак как Ф не содержит точек, удаленных доѵг от лпѵгя ия 

расстояние 0,001, то полученная таким сдвигом фигура Ф' не пере- 

ѵ™ С ФИГУР ° Й Ф; Далее ’ обе они Располагаются внутри прямо- 
угольника, три стороны которого совпадают со сторонами Р К а чет- 
вертая получена из правой стороны К сдвигом ее на 0,001 'вправо 

зѵющем М ѵ Т го П л еР в т" а Т ° Же расстояние °' 001 в направлении, обра-' 
зующем угол в 60 с направлением первоначального сдвига ска- 
жем вправо и вверх (рис. 111 , 0 , где а' и а" - векторы рассматри- 

пата К С гр И гт В) ’ П ? л У ч п е т НаЯ фИгура Ф " содержится внутри квад- 
Н 1 Р п Л| • стороной 1,001, полученного из К сдвигом его правой 

к К Р стопонѵ°*Г и” Н3 расстояиие °' 001 во внешнюю по отношению 
А сторону (и даже в несколько меньшем прямоугольнике что 
ішм. впрочем, совсем не будет важно); кроме того, она, так же 

Т ф~ н І, пе Р есекает Ф ' Ыо - более того - ф " ™ пересекает также 
и фигуры Ф . В самом деле, если некоторая точка А плоскости 
одновременно принадлежит и Ф' и Ф", и А', соответственно Ло - 
точки фигуры Ф, которые переводятся в точку А первым, 
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соот ветственно вторым, из рассматриваемых сдвигов, то А’ А = а' и 
А" А = а"; поэтому в треугольнике АА'А" имеем АА' = АА" = 
— 0,001 и /. А'АА" = 60°, и значит, А' А" =- 0,001, в то время как 
таких двух точек А' л А" фигура Ф по условию не содержит. 

Таким образом, три непрекрывающиеся фигуры Ф, Ф' и Ф" 
одной и той же площади 5 (ведь эти фигуры равны!) расположены 
в квадрате Кі площади ( 1 ,001 ) 2 , откуда следует, что 


6 - < 


(1.001) 2 

3 


< 0,34. 


б) Разумеется, полученная в задаче а) оценка 0,34 для пло- 
щади фигуры Ф не является наилучшей возможной ; так, на- 
пример, выше мы отмечали, что фигура Ф" (так же, как Ф и Ф') 





содержится не только в квадрате /Сі, но и в меньшем прямоуголь- 
нике, площадь которого легко оценить. Однако подобное уточнение 
решения задачи а) приводит лишь к весьма незначительному уси- 
лению полученного результата; поэтому мы теперь несколько до- 
полним соответствующее рассуждение. 

Заметим, что наш вывод о том, что фигуры Ф' и Ф" не имеют 
общих точек, сохраняет силу для любых двух фигур Фі и Ф 2 , полу- 
ченных из Ф сдвигами (п арал лельными переносами) на такие два 
вектора а\ = ОМі и а 2 = ОМ 2 , что вектор МіМ 2 (который отвечает 
сдвигу, переводящему Ф ( в Ф 2 !) имеет длину 0,001. Однако если 
длины векторов а і и а 2 отличны от 0,001, то мы уже не можем 
быть уверены в том, что фигуры Фі и Ф 2 не пересекают Ф. По- 
этому последнее заключение мы здесь заменим существенно более 
слабым утверждением о том, что хоть одна из этих двух фигур 
имеет «не слишком большое» пересечение с Ф: в самом деле, если 
площадь фигуры Ф равна $, то хоть одна из двух (непересекаю- 
щихся!) фигур Ф| и Ф 2 , например, фигура Ф|, пересекает Ф по 

части, площадь которой ^ Отсюда в свою очередь следует, 

3 

что площадь объединения фигур Ф и Фі не превосходит в. 

Вернемся теперь к определенным в решении зад ачи а) фигу- 
рам Ф' и Ф" и предположим, что векторы а' = ОМ и а" — ОМ" 
отвечающих им сдвигов по длине и по положению на плоскости 
совпадает со сторонами ромба ОМ'М і М" с диагональю ОМі, где 
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0.1,— а, ) (рис. 111,6 ). Так как при этом Ф ( получается из Ф' 
сдвигом на вектор М'М, длины 0,001, а Ф'( = Ф) не содержит ѵля- 

кает Ь ф "Г ° Т ДРУГЗ Н3 Р асстояние 0,00. точек, то Ф' не пересе- 
т е ѵтп Т ^ Н0 И Ж6 доказы вается, что и Ф" не пересекает Ф,, 
гѵп гл и т т ® Н ! пе Р есе каются с объединением Ф 11 ф, ф И - 

Ф Р Ф Ф' „т" ЭКИМ образом ' общая площадь, покрытая фигурами 
ч»і, Фиф не меньше чем 

3 , , 7 

3 -\- 3 8 = — $. 

Но все эти фигды, очевидно, содержатся в квадрате К со сторо- 
же чІо°' 0 в 0 п'п^ 3 < 1,0018 <Н ДЭЖе В несколько меньшем К квад- 
нѵю’кижр’п!? оч ем. лить весьма несущественно меняет получен- 
н>ю ниже оценку). Отсюда следует, что 

у $ < (1,0018) 2 и, значит, 5 < ~ ( 1,001 8) 2 < 0,287. 

П 987 М г!„ ЧаНИе - Пол У ченная в решении задачи б) оценка 
тЛіиА 287 также > разумеется, не является точной; было бы жела- 
гяемпй улучшить ее ( или даже найти точное значение Іп1$, дости- 
совсем не > просто). ННЫХ * 38ДаЧе УС “ 2 >' ч ™’ в " р °™. видимо. 

„„„ а ) Первое решение. Обозначим стороны рассматри- 
при этом по условию а\ + а| + . . . д ^ ^ 

• •• Будем вкладывать 

наши квадраты в «большой» квад- 
рат К = АВСО со стороной 1 так: 
сначала приложим к стороне АВ І 2 ' 
квадрате К последовательно квадра- 
ты ЛВіС^!, ВхВгСіЬі, и т. д., как это I. — 
изображено на схематическом 
рис. 112. При этом стороны прило- 
женных к стороне АВ «квадратов 
1-го ряда» последовательно равны 

а п ,-і (где «номер» п, — 1 

последнего квадрат! 1-го ряда мо- 
жет, разумеется, равняться едини- 
це), и это вложение мы продол- 

жаем до тех пор, пока оно остается еще возможным, откуда еле- 
дует, что 

а і + а 2 + ••• +а п ,_| <1, но аі +а 2 + ... +а Яі _, + а Пі > 1. 

‘) При этом, разумеется, оказывается, что длина вектора 

™Г/І раю 0,001 КЗ -длине диагонали ромба со стороной 
0,001 — и острым углом в 60 ; таким образом, векторы ОМ, = а, 

и ОМ 2 = а 2 надо направить по боковым сторонам равнобед- 
ренного треугольника ОМіМ 2 со сторонами длин 0,001 )/~3, 0,001 Кз” 

2 ) Относительно смысла записи іпі а см. стр. 17. 


V 

□ 



ь 

С, 

0? 

.. 


Ві 


В , 


В 


Рис. 112. 
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Отсечем теперь от К с помощью прямой 1 1 = Ді С ( полоску 
толщины а і и будем последовательно прикладывать «квадраты 
2-го ряда» с длинами сторон а п> , а„ і+1 , .... к прямой 1 1 

сверху (см. тот же рис. 112), пока это будет возможно; при этом 
мы будем иметь 

«Ч + Ѵн + +%-!<■' н0 а д, + а *,-И + + а п>-1+ а п> 1 - 

Затем так же отсечем от К с помощью прямой к II АВ еше одну 
полосу ширины ап, и «квадраты 3-го ряда» со сторонами 
а п , а п а п,-\ будем вкладывать в оставшуюся часть квад- 

рата К ширины 1— аі — а П| или, точнее, в расположеннную над 
прямой к «бесконечную полуполосу», поскольку верхнюю сторо- 
ну йС квадрата /<і мы пока оставим без внимания. При этом, если 
каждый раз мы обрываем процесс заполнения определенного ряда 
квадратов лишь тогда, когда сторона ВС квадрата К не позволяет 
вместить в нашу полуполосу еще один квадрат, и если всего мы 
получим таким путем к рядов «меньших» квадратов, то аналогично 
выписанным выше неравенствам будем иметь 

+ <4+1 + • • • + <Ѵ-1< 1, НО а Пі + о„ 2+ і + • • • + « п ,-і 

% + Ч+ 1+ + “ п<1 

(где пі < п 2 < пз < . . . < п„ ^ п; разумеется, число квадратов в 
к- м ряду может равняться единице). 

Для того чтобы установить возможность требуемого размеще- 
ния п «малых» квадратов внутри единичного квадрата К — АВСи, 
достаточно убедиться, что 

«1 + а п { + а п 2 + • • • + а п к < 1 (= АЕ> '>- 

Но так как в] + а 2 + • • • + о п ,_і + а щ > '• то 
а 2 + а 3 + • • • + а п, > 1 ~ а '< 

умножая стоящие слева слагаемые соответственно на « 2 , па аз, . ..* 
на а п , а выражение справа — на а П) о 2 ), 

получаем 

«2 + «3 + • • • + а п, > 0 ~ а 0 а п х ‘ 

Аналогично этому из относящихся ко 2-му, к 3-му, ..., к (к— 1)-му 
ряду квадратов неравенств получаем 

4, + . + °п,+2 + • • • + > С 1 ~ а п) 

<4+1 + <4+2 + ■ • • + <4 > О - а п) а Щ> 
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Сложим теперь полученные к — 1 неравенств: 

«І + «з+ ••• +а\ к > 

>(* - «.) \ + 0-е»,) \ + (»-%) ««,+ .-■+(!- «„*_,) 

> (‘ -«!)% + (>- «і) <з„ г + (1 -а,)а„ з + ... +(1-0^^ = 

= С ~ а і) (\ + \ + \ + ... + а„Д 


Обозначим через ст сумму площадей всех п «малых» квадра- 
тов, о^— по условию задачи. Тогда стоящая в правой части 
последнего неравенства сумма равна 

°-а 2 1-а 2 п к+1 - ••• 

Таким образом, получаем 

-2 “ а? > 0 “ а і) ( а л, + а п г + а п 3 + • • • + а^у 

откуда 


2 а 


а п+\+ ••• +%<— 
и значит, 


а і 


і "о — а і + «і 

1 -• 


— аі 


— п і + ° 2 і 


а і+\ + «п 2 + ••• +а ч < 1 г _ ді + а, = 


1 


_, Т- г “. + 2 “. 1 (I — 2ц,1 г 

2 1 — а, ’ 


1 — а і 


что и требовалось доказать. 

Второе решение. Требуемое утверждение можно также 
доказать методом математической индукции. При этом 
нам будет удобно несколько его обобщить (доказать больше иногда 
легче.), заменив следующим: если сумма площадей п квадратов со 

сторонами а і, а 2 а п (где мы по-прежнему считаем, что аі 

не превосходит половины площади прямоуголь- 
ника Р = АВСО со сторонами АВ — Ь и ВС = с (т. е. если 

5 п = а і + а 2 + • • • + о~ п ^'2' и если аі ^ Ь ^ с, то эти квад- 
раты можно без пересечения разместить внутри Р. При п = 1 это, 
разумеется, очевидно; будем считать теперь наше утверждение до- 
казанным для любого числа квадратов, меньшего какого-то 
заданного числа п, и докажем его для случая п квадратов. 

Приложим последовательно квадраты со сторонами аі, а 2 , 
і,., а т к стороне АВ = Ь прямоугольника Р, как это показано 
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(т. е.і-а.б), 


на рис. 113. (При этом мы считаем, что (т + 1)-й квалрат вло- 
жить в «полоску» АВЫ ) і уже нельзя, т. е. что а< + а% + . . . + а т + 

+ а т +\ > Ь.) Если сумма а\ а, + ... + а~ т — $ т площадей т 
квадратов (подобные . обозначения мы будем употреблять и в даль- 
нейшем) не меньше половины площади прямоугольника АВЕОі 

то площадь оставшихся п — т квадратов не превос- 
ходит половины площади прямо- 
^ угольника ОіДСД и по предположе- 

нию индукции их можно разместить 
в этом прямоугольнике без пересече- 
ний; поэтому нам надо лишь разо- 

1 , 

брать случай, когда *т < 

(и т < п). 

Заметим прежде всего, что в 

а.\ 

рассматриваемом случае а т < ~ 2 ~' 
Е ведь если а т ^-у, то, очевидно, 

| а 2 + аз+ ... +а^>у5 ВіС|і/( ; а 
так как, кроме того, а х а т+1 > 


В, 

Рис. 113. 


К в 


>^К1.ЕВ' Т0 8 т> 9 ^ АВЕй 


т 2 


.(= 4*4 


|3десь также а, < у Ь, и значит, а,<Ь — а,; в самом 
деле, если а і >~ Ь, то уже 5 [ = а\ >—а { Ь Далее мы можем 
считать, что «„ > у а, (& + а,); действительно, если бы было «„ = 

= а *+4 + ••• + 4 < 4- а, (Ь + а,), Т0 МЫ ИМбЛИ бЫ 

4 + 4 + ... +а^ = 5 л -4<-^-а 1 (6 + а 1 )-«? = 

= у а ‘ ( 6 ~ а ‘) = Т 5в іВЕС х 

— и по преположению индукции все квадраты с 2-го до последнего 
можно без пересечений разместить в прямоугольнике В\ВЬС\. 

С другой стороны, в т <- а\Ь < ~2 а і (Ь аі)‘, обозначим через к 

такой номер (где т^к<п), что 

з к = йі + «2 + ... + 4 ^ у а і № + а і)’ 


«й+і = 4 + 4 + • • • + 4 + 4+1 > а 1 ( Ь + а і)- 
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Далее имеем 

а > + а] + ... + а~ к = — 4 ^ 

< у а, (6 + а,) - а] = ± а, (6 - а,) = 1 5 В|ВЕС| , 

откуда вытекает, что все квадраты с 2-го по к - й можно без пере- 
сечении расположить в прямоугольнике В І ВЕС І и 

4 + 4 + ... +4 = 

= 5 й+1 — а] — 4+1 > ~2 а \ { Ь + а і) — 4 ~ 4+1 =* 

= 1 л,6 - 4 + (і. 4-4 +І )> 

а,6 - 4 + (у 4 - а т) > У а і 6 “ 4» 

и значит, 

5 й = 4+4 + ••• +°й>2' а 1 & > 

а следовательно, 

4+1 + 4+2 + • • • + 4 = х п — ** < у йс — 4 а 1 й = 

= у * ( с — а і ) — ~2 5 в,есо > 


и все оставшиеся квадраты (с (й+1)-го по п-й!) можно без пере- 
сечения разместить в прямоугольнике Ді ЕСй. 

б) Докажем, что если два квадрата со сторонами тип мо- 
гут быть без пересечения расположены внутри квадрата со сторо- 
ной а, то т + п ^ а; отсюда уже 
будет следовать, что два квад- 
рата со стороной -^- (сумма пло- 
щадей которых в точности равна 
~2 !) не могут быть без пересе- 
чений размещены, в квадрате со 
стороной <1. В самом деле, если 
К і и Кг — два непересекающихся 
квадрата, то найдется прямая /, 
которая их «разделяет», т. е. та- 
кая, что Кі и Кг лежат по раз- 
ные стороны от I. Действительно, 
пусть Аі^Кі и Л 2 е Кг — такие 
точки наших квадратов, что ника- 
кие другие точки К и соответственно Кг, не удалены друг от друга на 
расстояние <С АіА г (рис. 114); через I мы обозначим прямую, пер- 
пендикулярную АіА 2 и проходящую через середину 5 отрезка 
АіАг. Если бы квадрат Кг содержал точку В, расположенную по ту 
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же сторону от I, что и точка А і, то он (по очевидному свойству 
квадратаі) наряду с точками Л 2 и В содержал бы и весь отрезок 
Л 2 б; но при этом для близкой к Л 2 точки С отрезка Л 2 В навер- 
няка было бы А,С < ЛіЛ 2 (ибо если Л 2 Д -1_ ЛіЛ 2 , то в обозначе- 
ниях рис. 114 /. АіА г В < /. АіАгй — 90°), что противоречит опре- 
делению точек А і и Л 2 . 

Проведем теперь прямую / = МЫ, разделяющую два квадрата 
Кі и Кг со сторонами т и п, расположенные в квадрате К = АВСО 

со стороной а (рис. 115, где квадра- 
ты Кі и Кг изображены пунктиром); 
пусть Кі попадает при этом в часть 
АВМЫ квадрата К, а Кг — в часть 
МСйЫ-, кроме того, пусть еще 
^ МКА 90°. Сдвинем теперь квад- 
рат Кі в направлении ВА, а затем 
в направлении /)Л так, чтобы его 
вершины (обозначим их Рі и Ч і) 
попали на стороны АВ и Ай квад- 
рата К\ аналогично сдвинем Кг в 
угол С квадрата К. (Сдвинутые 
квадраты мы по-прежнему будем 
обозначать через Кі и Кг-) Соеди- 
ним Л с центром О і квадрата Кі = 
= РіЧіРіТ і (в новом его положе- 
нии); при этом из рассмотрения 
описанной вокруг четырехугольника 
АРіОіЧ, окружности без труда вытекает, что К. ОіАРі = 
= /. О іЧхР і = и КО\АЧх — 45°. Отсюда следует, что пря- 
мая ЛО, — биссектриса КВАй, и, значит, она совпадает с диаго- 
налью АС квадрата АВСй. Аналогичное рассуждение показывает, 
что диагональ АС проходит и через центр 0 2 квадрата Кг = РгЧгНгТг 
(в новом его положении); пусть она пересекает стороны Р\Ті и. Рг Тг 
квадратов Аі и Кг в некоторых точках 0 и V. 

Заметим, что 

АІГ + УС< ЛС = а/2'; 



докажем, что 


„ „ ^ АС Ѵ~2 
т=Р 1 Т 1 ^ ц и 


п = РгТ г 


сѵ 


отсюда и будет следовать требуемое неравенство 

/п + «<-^-(Л[/ + СК)<^-ЛС = а. 

В самом деле, пусть прямая РіТі пересекает прямые АВ и АО 
в точках Е и Р\ положим /. РЕА = а (тогда К. ЕРА — (5 = 
= 90° — а). Из рассмотрения прямоугольных треугольников РіТ\Е 
и (Эі^і/ 7 с острыми углами а и (5 и одним катетом длины т, по- 
лучаем 


ЕР=° 


РіТі + ТіЕ + РіР — т + т % а + т сіе « = 
= т ( 1 + а + с(§ а) = т 


1 + зіп а соз а 
зіп а соз а 
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С другой стороны, применяя теорему синусов к 
АѴЕ и АѴР, у которых 11АЕ — /. ПАР = 45° 
^ - АРѴ = р = 90° — а, имеем 


треугольникам 
^ АЕѴ = а, 


ѴЕ=АѴ 


5Іп 45° 


ѵр = ли 


$іп 45° 


и значит, 

ЕР = АН зіп 45° 


8ІП р 


-■ли 


зіп 45° 
соз а 


1 


зіп а 


- 4 = 

05 а / 


АѴ 


Ѵ2 зіп а -+- соз а 


зіп а соз а 


Таким образом, получаем 

Ѵ~2 зіп а + соз а 


АѴ- 


1 + зіп а соз а 


2 зіп а соз а зіп а соз а 

Но зіп а + соз а < 1 + зіп о соз а при всех 0 < а ^ 90°, поскольку 
( 1 + зіп а соз а) (зіп а + соз а) = 1 — зіп а — соз а + зіп а соз а = 

= ( 1 — зіп а) ( 1 — соз а) > О 


поэтому 


АѴ^-^ т . 


Точно так же доказывается и неравенство 

гѵ V* ^ 

С V — — ІЭ п. 


чем и завершается рассуждение. 

56. а) Прежде всего исключим из рассмотрения все те отрезки 
покрытия, которые сами целиком покрываются одним или несколь- 
кими иЭ этих отрезков. После этого занумеруем все оставшиеся от- 
резки в определенном порядке следующим образом. Будем считать 
что наш исходный отрезок О длины 1 расположен горизонтально! 
Назовем первым тот из оставшихся отрезков покрытия, который 
покрывает левый конец отрезка О (отметим, что такой отрезок мо- 
жет быть только один, так как если бы их было два, то тот из них, 
правый конец которого левее, можно отбросить). Далее назовем 
вторым тот из отрезков покрытия, который содержит правый ко- 
нец первого отрезка. Мы утверждаем, что такой отрезок может быть 
тоже только один. _ Действительно, пусть таких отрезков два: О, 
и 0 2 , и пусть левый конец Оі расположен левее левого конца 0 2 . 
При этом, если правый конец О і расположен правее правого кон- 
ца 0 2 , то отрезок 0 2 целиком содержится внутри О і (и поэтому был 
нами раньше исключен из рассмотрения); если же правый конец О! 
расположен левее правого конца 0 2 , то отрезок О і целиком покры- 
вается отрезком 0 2 и первым отрезком (сделайте соответствующие 
чертежи!). 

Точно так же существует единственный отрезок, покрывающий 
правый конец второго отрезка; назовем этот отрезок третьим, 
и т. д. Отметим при этом, что никакие два отрезка, имеющие оба 
четные или оба нечетные номера, не пересекаются-, в самом деле, 
если бы, например, первый и третий отрезки пересекались, то они 
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покрывали бы целикам второй отрезок, чего, по предположению, не 
может быть. Далее общая длина всех оставшихся отрезков покрытия 
заведомо не меньше 1 (длины отрезка О). Отсюда следует, что или 

общая длина всех «нечетных» отрезков не меньше , или общая 

I . 

длина всех «четных» отрезков не меньше — . А это и показывает, 

что существуют непересекающиеся отрезки покрытия, общая длина 

1 

которых не меньше 

Пример отрезка О, покрытого «в шахматном порядке» четным 
числом «белых» и «черных» (или «четных» и «нечетных») отрезков 
одинаковой длины, лишь соприкасающихся своими концами (или 
перекрывающихся по сколь угодно малым частям), показывает, что 
полученную в этой задаче оценку нельзя улучшить. 

б) Выберем самый большой из квадратов покрытия (обо- 
значим его Кі) и отбросим все пересекающиеся с ним (не превосхо- 
дящие его размерами) квадраты; ясно, что если площадь квад- 
рата Кі равнялась к\, то не покрытая Кі площадь, покрываемая 
отброшенными квадратами, будет ^ 8 к\ (ибо она представляет со- 
бой окружающую контур Кі «полоску» ширины ^^і). Затем выбе- 
рем самый большой из оставшихся квадратов и снова 
отбросим все квадраты, пересекающиеся с рассматриваемым квадра- 
том Кг. Продолжая поступать таким же образом, мы выделим си- 
стему неперекрывающихся квадратов, общая площадь которых не 
меньше восьмикратной площади отброшенных квадратов — откуда и 
вытекает утверждение задачи. 

Примечание. Предложенный в решении задачи б) метод мо- 
жет быть использован и в («одномерной») задаче а), где также воз- 
можно начать с наибольшего из покрывающих рассматриваемый 
отрезок О меньших отрезков О,-; затем, отбросив все пересекающие 
отобранный отрезок 0\ отрезки покрытия, взять наибольший из 
оставшихся, и т. д. При этом мы получим системы неперекры- 
вающихся отрезков общей длины Однако, в то время как 

в задаче а) полученная таким путем оценка легко может быть уси- 
лена и доведена до наилучшего возможного результата, в случае 
задачи б) ситуация оказывается совсем иной (ср. со сказанным 
на стр. 45 — 47). 

57. а) Рассмотрим выпуклую оболочку М наших п точек, 
т. е. наименьший выпуклый многоугольник , содержащий внутри и на 
границе все наши точки (ср. с началом решения задачи 25). Пусть М 
есть выпуклый 6-угольник АіА^Аз. . .Аь, внутри которого лежат остав- 
шиеся п — к точек (где 102). Если п>к, то выберем одну 
(произвольную) из внутренних точек (обозначим ее через А*+і) и 
соединим отрезками со всеми вершинами А4, разбив тем самым М 
на треугольники. Далее, если еще одна точка А/,+ г, не являющаяся 
вершиной Л4 и отличная от Ла + і, принадлежит треугольнику с вер- 
шинами Аі, А] и Аі, томы соединим ее с этими тремя точками, разбив 
тем самым АЛіА^Аі на три меньших треугольника; затем точно так 
же поступим с точкой <4/, +3 , и т. д. — до последней точки А„. Если же 
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п — к, то мы разобьем М на треугольники диагоналями, проходя- 
щими через какую-то одну вершину А і этого я-уголышка. 

Итак, во всех случаях мы можем разбить М на некоторое чис- 
ло I треугольников с вершинами в наших точках. Оценим число I. 
Сумма углов всех і треугольников разбиения равна /-180°; с другой 
стороны, она равна сумме (к — 2) -180° углов ^-угольника М , увели- 
ченной на число (п — к)- 360° — на сумму всех «внутренних» углов 
нашего разбиения. Итак 

1 . 180° = (к - 2) 180° + (п - к) ■ 360°, 

откуда 

і = 2п — к — 2. 

Таким образом, число I треугольников имеет наименьшее значение, 
равное я — 2 в случае к = я, т. е. в случае, когда все наши точки 
принадлежат границе выпуклой оболочки М. А так как по условию 
я ^ 102, то I ^ 100. Но поскольку площадь многоугольника М , раз- 
битого на наши I треугольников, заведомо <1 (ибо М заключается 
в квадрате площади 1), площадь по крайней мере одного из рас- 
сматриваемых треугольников <0,01. 

б) Спроектируем наши я точек А,, А г А п (где я^ 102) 

на какую-то, скажем горизонтальную, сторону АВ содержащего все 
эти точки квадрата К. Разобьем АВ на 100 неперекрывающихся от- 
резков длины 0,01; тогда хоть на одном из отрезков разместятся 

не меньше трех проекций точек А { Ап 1 ). Поэтому какие-то три 

из наших точек — назовем их А(, А, и А* — попадут в одну «по- 
лосу» Р ширины 0,01 и площади 0,01, проектирующуюся на АВ 
в рассматриваемый отрезок. А отсюда в силу результата задачи 61 б) 
следует, что 

д . < 4 - 0 , 01 = 0 , 005 . 

. Л і Л і А к 2 


58. Пусть площади всех попарных пересечений рассматриваемых 
многоугольников М { , М 2 , .... М д меньше 4-; тогда площадь части 
многоугольника М 2 , не покрытой многоугольником М і, больше 

і 1 8 

1 — д- = -д-; площадь части многоугольника М з, не покрытой ни мно- 


гоугольником М,, ни многоугольником М 2 , больше 1 



7_ ш 

9 ’ 


площадь части многоугольника УИз, не покрытой ни многоуголь- 
ником М і, ни многоугольником М 2 , ни многоугольником Мз, больше 
,1116 

1 ~ •д д- — д- = -д-; • • . ; площадь части многоугольника УИ 9 , не 


покрытой ни одним из многоугольников М і, М 2 Аіа, больше 

1 -_І I 

9 9 9 ~ 9 ‘ ' 


8 раз 


*) Если бы число точек равнялось 101, то они могли бы совпасть 
с концами АВ и с (99) точками деления АВ\ однако при я > 101 
сформулированное утверждение бесспорно имеет место (почему?). 
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Поэтому площадь объединения многоугольников Ми Ми . 4 . 
ь . . , Мѵ в этом случае должна быть больше чем 

'+І+Т+Т+--+Т- 5 - ] 

что, однако, противоречит предположению о расположении всех мно- 
гоугольников внутри прямоугольника площади 5. 

Полученное противоречие и доказывает утверждение задачи. 

59. а) Мы используем в решении введенные на стр. 51 обозначе- 
ния; другими словами, кафтан площади 1 мы обозначим через М,_ 
а заплаты — через М і, М 2 , М а, М 4 и М 5 , причем те же символы М' 
и Мі (где і = 1, 2, 3, 4 или 5) обозначают также и числа — площади 
кафтана ( = 1) и заплат; далее, скажем, как пересечение заплат М ( 
и М 2 , так и площадь этого пересечения, мы обозначим через Міг, 
и т. д. Заметим прежде всего, что из неравенства 

М 1 + М 2 + Л4з + М 4 +Л4 5 >5-у = -|> 1 

следует, что наши заплаты неизбежно пересекаются ; задача состоит 
в том, чтобы оценить наибольшую площадь пересечения двух 
заплат. 

Мы утверждаем, что 
М - (Л1, + М 2 + М 3 + М 4 +М 6 ) + 

+ (М 12 + М 13 + М и + ... + М 45 )> 0 ( 1 ) 

(где, как мы знаем, М = 1). В самом деле, разность 
М — (Мі + М 2 + . . . + Мз) была бы не отрицательна, если бы за- Л 

платы попарно не пересекались: тогда она была бы равна площади 
той части кафтана М, которую не покрывает ни одна заплата. 
Однако наши заплаты пересекаются, и в силу этого сумма 
Мі + ЛІ 2 + . . . + М, оказывается гораздо больше покрытой запла- 
тами части 5 кафтана М (не превосходящей, разумеется^ М = И): 
дело в том, что, скажем, общая часть М, 2 заплат М\ и М 2 учиты- 
вается в этой сумме дважды, поскольку она входит и в слагае- 
мое Мі, и в слагаемое М 2 . Именно для того, чтобы устранить этот .« 
недостаток, мы оцениваем величину 5 (неявно фигурирующим в 
(1)!) выражением 

8 = (Л4[+ ... + М 5 ) — (Мі 2 + •“ + М 4 з). 

На самом деле имеет место даже неравенство 5 йГ 5: в самом деле, 
часть кафтана, покрытая сразу тремя заплатами, (скажем, часть 
Мігз) вовсе не учитывается в з (поскольку она со знаком + входит 
в слагаемые Мі, М 2 , Мз и с обратным знаком — в члены — М п, 

— Міз, —Міз выражения 5); однако неравенство 5 <5 нам даже 
выгодно и уже во всяком случае не лишает силы дальнейшие рас- 
суждения. Теперь мы можем написать 

М — (Л4і + Л4 2 + ••• + Мз) (Міг -+- Міз + ••• +Л4«) = 

= Л1— 5>м — 5>0, 
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откуда получаем 

Мц + Мц + ... + М 15 ^(М, + М 2 + ... + М ь ) — М > 

> 5 . 1 - 1 - 3 

^5--- 1 =_, 

и значит (поскольку общее число «попарных пересечений за- 
плат» Мц равно С' = 10), хоть одно из чисел М і2 , . , М 45 будет 
не меньше чем 

!; 10 = -! 

2 20 • 

Полученная наші оценка, однако, хуже требуемой условием 
задачи оценки — 1=— поэтому приведенные рассуждения 
мулы уточнить ' Вместо использованной выше «укороченной» фор- 

+ Ѵм г/>0і /, ] = 1, 2, 5, 

» и 


(і) 
+ м 45 , 


где 2 ^і = Л1і+М2+ ... + М 5 , 2 м^ = ^і2+^ іэ + 
мы привлечем «полную» формулу 

М — 2] Мі + 2) М,/ — ^ ^ - М, 23іб > 0. (2) 

Формула (2) следует из того, что 

5 = ^ Мі — У] Мц + ^ Мііь — ^ М И Ы + М12345, ( 3 ) 

откуда уже вытекает, что стоящее в левой части (2) выражение 
равно М — 5 > 0. В самом деле, мы уже видели, что величина 
5 — 1/ Мі — ^ Мц может не равняться 5, поскольку в ней вовсе 
не учитываются участки М і1к кафтана, покрытые сразу тремя за- 
платами М и М) и М к . Поэтому более точное выражение для 5 
дает сумма ^ Мі — V ^ Мцк, также, однако, еще не 

обязанная совпадать с 5, поскольку здесь учитывается дважды 
каждая часть М іік1 , покрытая сразу четырьмя заплатами (так, 
часть Лт ,23 4 кафтана в последнем выражении учитывается со зна- 
ком + в восьми слагаемых: М іг Мг, М 3 , Л1 4 ; М 123 , Лі 12 4, М |34 , М234; 
с обратным же знаком она фигурирует только в шести членах: 

М і 2 , — М и, — Мц, — М 2 з, — ЛІ24 и — Л1 34 ). 

Таким образом, мы приходим к выражению 

2 М і — 2 М И + 2 М ЧЬ ~ 2 м Цки 

которое уже «почти равно» 5: единственным источником ошибки 
здесь может явиться то, что общая часть ЛІІ2345 всех пяти заплат 
полностью выпадает из нашей (алгебраической) суммы, участвуя 
во всех без исключения ее слагаемых — как положительных (их 
число равно 5+10=15), так и отрицательных (их число равно 
10 + 5, т. е. снова 15). Учтя это обстоятельство, мы придем к соот- 
ношению (3), обеспечивающему справедливость неравенства (2). 
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Точно те же рассуждения, примененные к куску М ( кафтана, 
покрытому «заплатами» М 12 , М, 3 , М и и М 15 , приводят к неравенству 

Мі — У Мц ~Ь У Мт — %М и ,к + М 12345 ^ 0, і, /, к = 2, 3, 4, 5. 

< і.1 

Такие же неравенства можно записать и для кусков М 2 , ЛІ5 
кафтана: 

М 2 — ^ М 2 і + 2 ^ 2І І ~ 2 Ч к ^ 12345 >0, 

Мъ — 2 Мві + 2 ^51/ 2 МбЦк + 12346 ^ О- 

Просуммировав все эти соотношения, отвечающие областям Ми 
М 2 , .... Мв, получим (проверьте это!) 

2 Мі — 2 2 М Ц + 3 2 М Ч к ~~ 4 2 М ЦЬ1 + 5Мі2з« ^ 0. (4) 

Прибавив теперь к (2) умноженное на -у неравенство (4), мы при- 
дем к неравенству, в котором вовсе отсутствует сумма 2 Мць'- 

м- тЕ м< +т2 М ' / “І2 Мда + Т Л112345 >0, (5) 

Из (5) также следует 

м ”т51 Мг + Т 5] м п>° ( 6 ) 

(заметим, что часть М 12345 кафтана М входит в каждую из пяти 
его частей Мцки в силу чего ^ Міікі^^М^за и — "з'^] Мцкі + 

+ -|Л4 12 345 <0). 

Теперь мы уже находимся у самого конца решения задачи. Из 
(6) получаем 

^М и >2^М } - ЗМ>2^5-І-|-3 = 2; 

отсюда, поскольку общее число областей Мц равно 10, следует, 
что хоть одна из них не меньше чем 

2: 10 = 4 -. 

5 

Нетрудно видеть, что равенство здесь будет иметь место лишь 
тогда, когда 8 = М (т. е, когда весь кафтан покрыт заплатами), 

все Мі = все Міь одинаковы ^и равны = и все 
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Мни — 0. Эти соображения позволяют построить пример, показы- 
вающий, что полученную оценку улучшить нельзя (см. рис. 116, где 
цифры на квадратиках, на которые раз- 
бит пря-моугольник М, играющий роль 
«кафтана», показывают, каким из за- 
плат с номерами от 1 до 5 этот 
квадратик принадлежит; напоминаем, 
что заплаты могут состоять и из не- 
скольких отдельных частей). 

б) Решение этой задачи во всем 
аналогично решению задачи а). Вос- 
пользуемся теми же неравенствами (2) 
и (4), что и раньше; только теперь, 
прибавив к (2) неравенство (4), умно- 


12 

13 

14 

15 

23 

24 

25 

34 

35 

45 

123 

т 

125 

134 

135 

145 

234 

235 

245 

345 


женное на — , 


мы получим следующее 


Рис. 116. 


неравенство, из которого выпадает не интересующий нас здесь 
член ^Мц: 

3 


— 2 " ^ М 1 + 2 Мць ~ ^4 МцЫ + 

тем более 


М 


Из (7) следует, что тем более 

1 


М, 


> 0 . 


(7) 


(8) 


(почему?) и, значит, 

І2м і „>±2 1 М і -М>±(5.±.)-1= 1 . 

т. е. 

тах ^/»>Т : (Т*10)"Ж 

(общее число «тройных пересечений заплат» Мц к также равно 10, 
поскольку С 6 =10). При этом равенство здесь выполняется при 
тех же условиях, что и в задаче а) (см. тот же рис. 116). 

в) Эта задача очень близка к предыдущим. Сложим те же 
неравенства (2) и (4), которые использовались в решении задач 
а) — б); при этом мы получим следующее неравенство, из которого 
выпадает вовсе нас теперь не интересующий член 2 М 

М-^Мц + 2^М т -^ Мц М + 4Л4 Ш « > 0. (9) 


Из (9) следует, что тем более 

м-^Ми + г^Мі ІІк >о 

,{почему?) и, значит, 




( 10 ) 
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Поэтому 

тахЛ*,/*>|-:(2.10)=^. 

Случай равенства здесь указывает рис. 117 (на нем прямоуголь- 
ники, на которые разбивается правая часть «кафтана», в три раза 

больше квадратиков, на ко- 
торые разбита его левая 
часть). 

60. Пункты а) — в) этой 
задачи являются обоб- 
щением пп. а) — в) зада- 
чи 59, — и в решении зада- 
чи 60 можно воспользо- 
ваться теми же идеями, что 
и в решений задачи 59. 
Для того чтобы облегчить 
понимание решения, умест- 
но, однако, сначала (как 
это и рекомендовано на 
стр. 49) рассмотреть част- 
ный случай п = 5. 
а) I. Разумеется / 5 (а)^0, т. е график функции у = /Да) 
расположен в верхней полуплоскости (рис. 118, а). Далее из не- 
равенства (1) решения задачи 59 (стр. 207) следует, что если 

все Мц — 0, т. е. у = / 6 (а) = тах Мц = 0, (I) 

то 

1 - 5а > іИ - 2 м і > т. е. 0<а (Іа) 

(это, впрочем, очевидно). 

И. Из того Же неравенства (1) также вытекает, что 

М>5а- 1, 

и значит, 

0 = Ыа) =тах (II) 

(рис. 118,6; напомним, что общее число пересечений М і] равно 
С5=10). Неравенство (II) имеет место всегда, но равенство 
в нем, означающее, что 

</ = ^(а) = ^ 1 =^ = 4-а- 1 Ѵ > (Па) 

возможно, лишь если (1) обращается в равенство и, значит, все 
Міц = 0 (и 5 = М) и если все АД = а. Но это означает, что, 
скажем, «пересечения» Мц, А1 )3 , ЛД 4 и ЛДб покрывают многоуголь- 
ник М і без перекрытий; другими словами, что выполняются анало- 
гичные (I) равенства, в которых речь идет о «заплатах» Мц на 
«кафтане» М і, а следовательно, что имеют место и аналогичные (Іа) 
неравенства, оценивающие отношение площади «заплаты» Мц 



Рис. 117. 
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к площади М\ = а «кафтана», где только теперь число заплат 
равно уже не 5, а 4 и площадь заплаты равна не М, = а, а 

М ц=~ — іо — • Эти соображения дают 

л ^ 5а — \ ш \ I 2 ,,,,, 

О < — — или -=-<а<— . (Пб) 

_10 4 55 

III. Следующий шаг в точности аналогичен решению задачи 
59 а). В силу неравенства (6) (представляющего собой «укорочен- 
ное» неравенство (5), полученное комбинированием (2) и (4), при- 
чем таким, что из (6) выпал член с ^^Мць) имеем (рис. 118, ѳ) 

У і Мц>2^ і М і -гМ^ 10а - 3, 


и значит, 

У = Ма)==піах Мц> 3 - . ( ш ) 

Неравенство (III) выполняется при всех а; однако равенство в 
нем, означающее, что 

с , , 10а — 3 3 міі-,4 

У = !Л а)= і'д — = а — -уд-, ( 1 1 Іа) 

может иметь место, если все М ( = а, и 2 Мцы = 0, т. е. запла- 
ты М; перекрываются не более чем по три (по три они перекры- 
ваться могут, ибо член 2 М,- /* в (6) отсутствует). При этом пере- 
сечения Мц могут между собой перекрываться не более чем по 
два; но если М )2 , Ми, М )4 и Ми покрывают Мі, перекрываясь 
не более чем по д в а, то имеют место аналогичные (II б) нера- 
венства, где только теперь «кафтан» имеет не площадь М — 1, 
а площадь М ( '= а (так что рассматриваемый вариант (II б) оце- 
нивает отношение площади «заплаты на Мі» к Мі = а), «заплаты 

„ 10а — 3 

на кафтане» имеют не площадь М ; = а, а площадь Мц — ^ — . 

и число «заплат» уменьшается на одну (т. е. равно не 5, а 4). Та- 
ким образом, мы получаем 


1 ^ 10а — 3 
4 ^ 10 




(ИІб) 


IV. На следующем этапе анализа ситуации нам придется учи- 
тывать уже и «заплаты на Мі,». В применении к Ми (покрытому 
«заплатами» Мщ) неравенство типа (2) принимает вид 

М,»~ У) М,2 і+ 2 М 12 г/ -М 12 з45>0, /,/ = 3,4,5. (IV) 

і а 

Выписав подобные неравенства, составленные для всех С5 = 10 
пересечений заплат Мц, и сложив их, получим 

2 Мц - 3 % М і1к + 6 2 Мцы - ЮМ і23і 5 3* 0. (ІѴа) 
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Из трех неравенств: (2), (4) и (ІѴа) можно составить такую их 
комбинацию, которая не содерокит ни члена с ^ м Цк, ни члена с 

2 в самом деле, сложив (2), (4), умноженное на и 

(ІѴа), умноженное на — , мы придем к неравенству 

+у у М.2345 >0. (ІѴб) 

Из (ІѴб) следует также справедливость «укороченного» неравенства 
М -І2і М ‘ +{% м ‘/>0- (ІѴв) 


Таким образом, имеет место неравенство (рис. 118, а) 

2 Мц ^ 3 ^ М{ — 6Л4 = 15а — би, значит, 

У =■ и (а) = шах Мц > - 5 °~ 6 . (ІѴг) 

При этом, для того чтобы (ІѴг) обращалось в равенство, т. е. чтобы 
было 


У = к (а) = 


15а — 6 


10 


3 3 

2 “ 5 ’ 


(ІѴд) 


15а — 6 


и что- 


надо, чтобы выполнялись равенства Мі = а, Мі/ — ^ 

бы было ЛІ12345 = 0. Но если Л4 )2 з 45 = 0, то пересечения Л4ц покры- 
вают Л4і, пересекаясь не более чем трехкратно, и значит, в при- 
менении к Л4 ( мы находимся в выражаемом неравенствами ( 1 1 1 б) 
положении, только в (Шб) теперь надо заменить Л4 = 1 на Мі = а 
(т. е. оценивать отношение «площадей заплат» Мц к «площади каф- 
тана» Л4і = а), Мі — а заменить на Мц= — — и число за- 

плат считать равным 4: 


10 


2 15а — 6 _ 3 

т^— щ— :а< Т' 


т. е. 


3 . . 4 

? <а< т 


(ІѴе) 


V. Нам осталось только определить значения, принимаемые функ- 
цией у — /з(а) при а > -д-. Для этого мы выпишем неравенство 
Типа (2), составленное для тройного пересечения Мщ заплат: 

Мт — %М 1М1 + М 1Мі5 >0, где і = 4, 5. (V) 

1 

Просуммировав 10 подобных неравенств, отвечающих С\— 10 много- 
угольникам Мц к , получим 

2 Мцк — 4Мцы + ЮЛІ12345 ^ 0. (Ѵа) 
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Таким образом, мы теперь имеем уже четыре неравенства (2). 
(4), (ІѴа) и (Ѵа), связывающие шесть величин М, ^ м і< 2 М И> 
Мць, 2 Міікі и Л/ 123455 поэтому можно подобрать такую их 
комбинацию, из которой выпадут члены Мцк, с ^ м іі кі и 

с 12345- Для этого мы сложим (2); (4), умноженное на (ІѴа), 
умноженное на (Ѵа), умноженное на — и получим 

"“тЕ"' + 1о^і м ч>°- (Ѵб) 


Отсюда следует (рис. 118,6) 

2 М И>4 2 Мі- ЮМ > 20а— 10, и значит, 

У — к (а) = шах Мц > 20<х ~ • (Ѵв) 

При этом, для того чтобы в (Ѵв) имело место равенство, т е 
чтобы было 

, , , 20а — 10 

У~!ъ (а) = іо = 2а — I , (Ѵг) 

необходимо (и достаточно), чтобы выполнялись неравенства типа 
Іл е ’ ™ е М ~ ' заменено на Л4і = а; Л4,- = а заменено на 
Ми = 2а — 1; 4 заменено на 5: 

-|<(2а- 1):а< I, т. е. -|-<а< 1. (Ѵд) 


Окончательно мы приходим к выписанным на стр. 52 (и изо- 
браженным на рис. 17) значениям функции у = /в(сс). 

б)» в ) Совершенно аналогично можно найти и все значения 
функций ’ (а) и к) (а), определение которых требуется зада- 
чами 60 6), в); мы остановимся здесь лишь на (выписанной на 
стр. 52 и изображенной на рис. 18) функции (а), предоставив 
читателю самостоятельно найти точные значения всех других рас- 
сматриваемых функций. При этом основную роль по-прежнему бу- 
дут играть те же неравенства (2), (4), (ІѴа) и (Ѵа)— и «тех- 
ника» работы сводится к разумному комбинированию этих нера- 
венств. 

В решении задачи 59 6) мы уже имели неравенство (7), из 
которого выпал (более нам ненужный) член с а также «уко- 

роченное» неравенство 


М — ~2 ^ Мі + -д У] Мць >0, 


( 8 ) 
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полученное из (7). Из (8) получаем 

2 Мц к >^ 1 М 1 -2М>5а-2, 


?5 3) (а) = тахМ г/4 > 


5а - 2 
10 


(напомним, что общее число тройных пересечений заплат Мць рав- 
но С?, т. е. также равно 10). При этом равенство 

4 3) («)=■ 


имеет место, если заплаты ЛЬ перекрываются не более чем трех- 
к р а т н о, т. е. если 

2 3 

(см. выше (1116), полученное точно в таких же предположениях). 
Для того чтобы найти значения функции /д 3 ' (а) в следующем 

3 4 

интервале значений а, т. е. при — , сложим (2), умно- 

5 1 

женное на — неравенство (4) и умноженное на неравенство 
(ІѴа); мы получим неравенство 


М 


+ ІЕ М ^“1' Мі2345 >0 ' 


из которого выпал не только член с 2 Мц, но и член с 2 Мцки 
Нам будет нужен «укороченный вариант» этого последнего нера- 
венства: 


м 


из которого следует, что 

2 М ИЬ > 3 2 м і ~ т > 15а ~ 8, 
15а -8 


и значит, 


/1 3) (а) = шах М 


Цк ■■ 


10 


При этом, для того чтобы было 

15а — 8 
1 5 


№ («) : 


10 


2 “ 5 ’ 


необходимо, чтобы многоугольники Мі пересекались не более чем 
четырехкратно, т. е. чтобы было 

3 . . 4 
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Наконец, сложив неравенство (2), умноженное на ~ неравен- 
2 

ство (4), умноженное на -д- неравенство (ІѴа) и умноженное на 
3 

2о" неравенство (Ѵа), мы придем к такой комбинации наших нера- 
венств, в которой отсутствует не только член с 2 М И (этот член 
надо исключать каждый раз, когда нас интересует оценка для 
тахЛ4; ;А ), но также и члены с 2 М ЦМ и с М І2345 : 

Мі > к >0 ‘ 

Из этого последнего неравенства получаем 

2 М ИЬ > 6 2 М і - 20М > 30а ~ 2 °. 

т. е. 

Іь } («О = тах М іік = ■ 3 - 0а ~ 20 = За — 2. 

При этом равенство 

(а) = За - 2, 


очевидно, имеет место лишь при 



После этого относящегося к случаю п = 5 «Введения» мы мо- 
жем перейти к решению (общих) задач а) — в), которые будем 
разбирать последовательно, хотя, конечно, задача а) составляет 
частный случай задачи б), а задачи а) и б) — частный случай 
задачи в). 

а) Первое решение. Мы будем исходить из аналогичного 
неравенству (2) (стр. 207) и легко доказываемого, например, мето- 
дом математической индукции неравенства >) 

л*-2"і+ 2 "л*,-. 2 м Шш + ••• 

I * 1 » ^2 ^1« ^2» ^3 

...+(-1) г 2 Щл 2 ...і+---+(~1) п М 12 '.' П >0, 

1 Ѵ 1 2 «Г 1 2 ' 

‘и І 2 , ... = 1 , 2 п ( 1 ) 


*) См., например, Г. Полна и Г. Сеге, Задачи и теоремы из 
анализа, т. 2, М., Гостехиздат, 1956, задача 21 отд. VIII; Н. Я. Ви- 
ленкин, Комбинаторика, М., «Наука», 1969, стр. 25; ср. А. М. Я г- 
л о м и И. М. Я г л о м, Неэлементарные задачи в элементарном 
изложении, М., Гостехиздат, 1954, решение задачи 78 а) и многих 


216 


(нумерация формул независима от решения задачи 59; обозначения 
аналогичны употреблявшимся ранее). Выпишем также неравенства 
типа (1) для каждого из п многоугольников (заплат) Мі, М 2 , ... 
..., М„ и сложим их; мы получим 

2 М і - 2 2 Щі, + 3 2 "мл - 4 2 " Мі і,, 4 + • • • 

... +(-1 +(- 1 ) п ~‘« М 12 ... п >0 ( 2 ) 

(ср. с неравенством (4) на стр. 208). Затем выпишем неравенство 
/іч -г л (п — 1) 

типа (I) для всех С п = ^ «двойных пересечений» М ІІ2 

многоугольников и сложим их; мы будем иметь 

2 "|,І, - 3 2 м ІіІА + 6 2 м ііШ , - ... . 

... + (-1 у - 2 С ; V М ,- Л ^ + . . . + (_ 1 )«- 2 с ^ 12 ... „ > 0 . ( 3 ) 

Точно так же, применяя «основное неравенство» ( 1 ) ко всем «трой- 
ным пересечениям» М^; и складывая С :і п получившихся нера- 
венств; ко всем «четверным пересечениям» М^ * г и складывая 
С\ получившихся неравенств, и т. д., мы получим следующую си- 
стему соотношений: 


2 ", і і - 

- 4 2 "* 1 і і і Л + ••• +(- 1 ) г - 3 с^^ 

{ 2 -‘г + - 

.. 


... +(-\) п ~ 3 С 3 п М 12 . 

..п> 0 . 

(4) 

2 м {{ і і 

‘г 2*з‘4 

+ ... +нГ 4 с^А)і іѴ .. Іг + ... 




... +(_і)"-Ѵ„м 12 . 

..«> о- 

( 5 ) 


Поставим теперь следующую задачу: найти такие числа х 2 , х 2 , 

хз, .... что при сложении неравенств (1), (2), (3), (4) взятых 

с коэффициентами 1, х и х 2 , х 2 , . . . , из получившегося неравенства 
выпали бы все члены с У! М, , , , с V М, и т. д. вплоть 

‘Г 2 ! 3 ІТЗТ 

до члена с 2\ М, , , (для этого нам, очевидно, придется 

*^1*2 * * ' Г 


других; I. I. Ежов, А. В. Скороход, М. И, Я дрен ко, Еле- 
менти комбінаторики, Киі'в, «Вища школа», 1972, стр. 12 — 13. 

[Для доказательства (1) достаточно заметить, что правая часть 
(1) выражает часть многоугольника М, не покрытую ни одним из 
многоугольников Мі. Это обстоятельство очевидно при п = 1; да- 
лее, вычтя из соответствующего равенства, указывающего ве- 
личину площади части М, не покрытой ни одним из многоуголь- 
ников Мі, М 2 . .., М„, подобное же равенство, выражающее часть 
многоугольника М„+і, не покрытую многоугольниками 
Мі, п+і, М 2 , п+і, . . . , М п , п + 1 (снова п многоугольников!), мы до- 
кажем (1) для случая л + 1 многоугольников Мі]. 


217 


использовать г — 1 неравенств). При этом мы придем к такой си- 
стеме уравнений: 

1 3*і — 3*2 * 3 = О, 

1 — 4х , + 6*2 — 4*3 + * 4 = о, 

— 1 + 5*! — 10*2 + 10*3 — 5*4 + *5 = о, 


(-1) г +(-,) г - , г* І + (-!) г - 2 ф 2 + (_1/-Зфз+ ... 

... + с ;— * г _2 = 0 , 

или, в более симметричной форме '), 

(-3*1 С 3 Х 2 “Ь ^3^3 “ 

С 4 *1 С \ Х 2 + С4Х3 б?4*4 = 1 , 

^г— 2*1 С г _ 2*2 + С г _ 2 *з — ... +С^_2* Г _2=1, 
^г— 1*1 ^г— 1*2 "Ь ^г— 1*3 • • • — С Г Г _]Х Г _ 2 = 1, 

с ’*!- ф 2 + Фз - ••• + с ;- 2 * г _2 = і . 


(6) 


(6а) 


Решение системы (6а) имеет вид 
(г — 1) (г — 2) г-2 

Пг- 1) Г ’ 

. (г — 3) (г — 4) 


*і : 
*з = 


*2 


(г - 2) (г - 3) 
г (г - 1) 


(7) 


/•(г - 1) 


•> •*>— 2 


г (г — 1) 


(проверьте, что эти значения неизвестных действительно удовлетво- 
ряют нашей системе!). Таким образом, сложив г — 1 неравенств: 

(1); неравенство (2), умноженное на ; неравенство (3), 


(г — 2) (г — 3) 

г(г-І) 


умноженное на 

(г — 3) (г — 4) 

— ^ _ [ ) , и т. д„ мы получим 


неравенство (4), умноженнре на 


М 


г 21 м ‘ + г (г - I) і М ‘і ~ А г + 1 Ц М ', ••• І г+ , + 

+ ^ +2 2 М ^ < г+2 “ ••• +(- І > Л/ " Г Лг Л <і2... п >0, (8) 


’) «Матрица» этой системы получается из треугольной матрицы 
I ац У порядка г, где 

С[ при і > /, 

0 при і < /, 

отбрасыванием первых двух строк и последних двух столбцов. 
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ац — 


і, /= I, 2, 


.. г, 


где коэффициенты А г +і, А г + 2 , .... А п нетрудно выписать (что, 
впрочем, нам не будет нужно). 

Из неравенства (8) также следует «укороченное» неравенство 

М ~Т +777 і о Е м ч>° ( 8а ) 

(почему?), и значит, 

V М г/ >(г- 1)>]м, -~ (Г ~ 0 М>(г- 1) па — — ~ 1} , 


т. е. 


шах М і/ ^~[(г~ 1) па — ^ ^ 

«••/; СЦ 2 



а — 


г(г- 1) 
л(п — 1 ) 


(А) 


При этом равенство в (А) может иметь место, лишь если для всех 

к < г при любых комбинациях индексов і\, і 2 і к = 1, 2 п 

имеем м і { = 0 , т. е. если многоугольники пересекаются 

не более чем по г. Но нетрудно при помощи метода матема- 
тической индукции показать, что последнее возможно, лишь если 


п 

Таким образом, окончательно получаем 


/„ (а) = 2 | а — 


г(г- 1) 
п (п — !) 


при 




г = 1, 2, — л, (.) 

что и требовалось доказать. 

Второе решение. В основе иного решения задач а) — ,в) 
в известном смысле лежат рис. 116 и 117 (стр. 209 и 210), изобра- 
жающие оптимальные в смысле наших задач а) — в) разбиения 
многоугольника М на части М{. Наша задача будет состоять как 
раз в отыскании этих оптимальных разбиений квадрата М. 

Условимся сопоставлять каждой системе Я покрывающих квад- 
рат М многоугольников М 1 , М г , ..., Мп систему из п + 1 неотри- 
цательных чисел х 0 , Хі, * 2 , .... х п , где х» — площадь части квадра- 
та М, покрытой многоугольниками нашей системы в точности 
к- крат но (здесь к = 0 , 1 , ..., п- число х<> указывает площадь 
части квадрата М, вовсе не покрытой многоугольниками М,). 
Совокупность чисел (хо, хл, . .., х„) назовем характеристикой си- 
стемы Я многоугольников М,, М г , ..., М п . Ясно, что для каждой 
характеристики (хі, Хг х„) 


х о + X] + ... + х„=1 (9) 

(ибо стоящее слева выражение равно общей площади квадрата Л1) 
и что если система многоугольников удовлетворяет условиям задачи, 
то 

0*Х 0 +1 , Х 1 -|-2*Х2-)- ••• + пх п = пР, 


где а < р < 1, (Ю) 
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ибо стоящее в левой части выражение совпадает с суммой площа- 
дей всех многоугольников системы (значит, оно и а^п-І=п). 

Несколько менее очевидно, что каждая система п + 1 неотрица- 
тельньис чисел (х 0 , хі, ..., х п ), удовлетворяющих условиям (9) и 
(10), является характеристикой хоть одной системы 5? многоуголь- 
ников ЛД, ЛД ЛД, площадей а (т. е. таких, что шіп АД ^ а). 

Для доказательства последнего утверждения разобьем квад- 
рат М на п + 1 частей, площади которых соответственно равны Ха, 
хі, ..., х п (см. (9); некоторые из этих частей могут иметь нуле- 
вую площадь, т. е. отсутствовать), /-ю из наших частей (где / = 0, 
1, п) разобьем на равных частей (так что площадь каждой 
I 

части равна —рх.у, эти части мы будем считать покрытыми все- 

возможными различными группами по / из наших п много- 
угольников (так что каждая такая часть оказывается покрытой в 
точности / многоугольниками 1 )). В силу полной симметричности по- 
строенной системы многоугольников здесь 

ЛД = ЛД = ... = ЛД, 


а так как, согласно (10), сумма площадей всех многоугольников 
равна пР, то 

Мі = Р^а, где /=1,2,..., я. 


Описанную систему п равных по площади многоугольников АД, 
АД, ..., М п , имеющую характеристику (* 0 , *і х п ), мы назо- 

вем канонической системой многоугольников, отвечающей данной 
характеристике. Ясно, что для канонической системы С 2 п попарных 
пересечений многоугольников ЛД, ЛД, ..., М„ будут все равны 
между собой. А так как общая площадь этих С 2 п попарных пере- 
сечений многоугольников, очевидно, равна 

*2 + Фз + Ф4+ ••• +С 2 п х п (II) 


(поскольку каждая часть ЛД покрытая многоугольниками системы 
в точности трехкратно, принадлежит с| = 3 попарным пересече- 
ниям многоугольников системы; каждая часть ЛД покрытая ЛД, 
АД, ..., ЛД в точности четырехкратно, принадлежит С\ попарным 
пересечениям, и т. д.) , то в этом случае все попарные пересечения 
многоугольников АД, ЛД, ..., М „ будут равны 

/ П (* 0 , х \у - • • , Хп) — 


і С 2 

= 7Г х г + ~рг + 

^ п 


п' 2 

с 4 I 
2 Х\ + 



( 12 ) 


*) Напомним, что условия задачи не исключают случая, когда 
некоторые из многоугольников ЛД, АД, ..., М п состоят из несколь- 
ких частей. 
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Докажем прежде всего, что для систем многоугольников УИ 

М 2 М п , отвечающих заданной характеристике (х 0 , х, х„), 

минимум величины та хМ 1(і равен /„(х 0 , х, х п ) (и, следова- 


тельно достигается для канонической системы, отвечающей данной 
характеристике). В самом деле, сумма С' п попарных пересечений 
■М 12 , Лііз, .... „ многоугольников системы всегда имеет зна- 

чение (11), — и поэтому наибольшее из этих С 2 п пересечений никогда 


не может быть меньше — ^--й части суммы (11), т. е, величины 


Іп(х О, XI, .. ., х п ). 

Теперь необходимо отыскать такую характеристику (х 0 , х ь . . ., х п ), 
удовлетворяющую условиям (9) и (10), для которой вели- 
чина ]п{х 0 ,х\ х„) является наименьшей. Мы утвер- 
ждаем, что для этой характеристики из п -\- 1 чисел х 0 , *і х п 

отличны от нуля лишь два каких-то соседних числа хі и хі + 1 или 
лишь одно число Хі. В самом деле, предположим, что это не так и 
что хі есть первое отличное от нуля из чисел х 0 , х і} .... х п , а х т — 
последнее отличное от нуля из этих чисел, причем т — / ^ 2; пусть 
еще для определенности, х т ^ хі. Заменим характеристику 
(•*о, хі, х п ) новой характеристикой (у 0 , уі, ..., у п ). такой, что 


Уі= х 1~ х 1 = 
Ущ — 1 = х т— 1 “I" Х Ѵ 

«1= Х { — Х { = 0, 


Уі +1 = х і +1 + х р 
Ут = х т~ Х Ѵ если 
Ѵм =х і+\ + 2х і 
У 1+2 = Х 1+2 ~ Х Ѵ еСЛИ 


т > / + 2, 


т — 1 + 2, 


(13) 


а все остальные числа уі равны соответствующим числам Хі. Ясно, 
что характеристика (г/о, Уі у п ) также удовлетворяет усло- 

виям (9) и (10), поскольку 


Уо + Уі + • • • + Уп = х 0 + Х\ + . . . + х п , (14) 

0 • Уо + I • Уі + ... + пу п = 0 • х 0 + 1 • Х\ + ••• + пх п \ (15) 

с другой стороны, для нее разность между номерами первого от- 
личного от нуля числа и последнего отличного от нуля числа на 
единицу или на два меньше, чем для первоначальной характери- 
стики (Хо, Хі, . . . , Хп). 

Покажем теперь (пользуясь формулами (12) и (13) и усло- 
вием т — / ^ 2), что всегда [ п (х 0 , х,, . х „ ) — /„(//о, у і у п ) 

^ 0. Приведенная на стр. 222 таблица исчерпывает все случаи, ко- 
торые могут представиться при оценке указанной разности. Таким об- 
разом, переход от характеристики (х 0 , х\, .... х„) к характеристике 
(у о, уі, Уп) только уменьшает значение піахМ,,. После- 

/„ і , ‘‘ ! 

довательно применяя этот прием столько раз, сколько нам потре- 
буется, мы придем к такой характеристике, в которой лишь одно 
или два соседних числа будут отличны от нуля. 
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Но удовлетворяющая этим условиям характеристика полностью 

определяется условиями (9) и (10). А именно, при 1 <ГВ< — 

п п 

имеем 


*Г - 1 = Г — пр, 
х г = пр + 1 — Г. 

Теперь из формулы (12) находим 

п (0 0 , х г - ь х г , 0 , .... 0 ) = 

0 


( 16 ) 


(лР + 1 - г) 


С* с, 

(г — пр )— + (пР + 1 — г) — 7г при г> 2 


С; 


при г < 2, 
при г = 2, 


( 17 ) 


С: 


Поскольку мы получили неубывающую функцию от |3, а 
наименьшее возможное значение |3 равно ос, то для того, чтобы 
наити интересующий нас минимум величины / п , остается лишь за- 
менить в (17) р на а. Кроме того, можно несколько упростить фор- 
мулу (17). Итак, 

если то (а) = г -~ 1 ( па - — (,) 

п п Сі \ 2 / 


б) Задачу б) можно решить аналогично первому или аналогич- 
но второму решению задачи а); мы здесь, ограничимся решением, 
копирующим второе решение. В точности, как и выше, здесь тоже 
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можно ввести понятие характеристики (хо, Х\, . х п ) системы Я 
многоугольников Мі, .... А1„ (причем по-прежнему удовлетворяют- 
ся основные условия (9) и (10)), и определить каноническую систему 
многоугольников, отвечающую данной характеристике. Для канони- 
ческой системы сумма С* площадей 6-кратных пересечений 
і ' і многоугольников будет равна 

х к “I" С ь + \ х к + \ 4" ^к+2 х к+2 “Ь "Ь С п Х п , (НО 


и следовательно, каждое из этих пересечений будет иметь площадь 


С (* 0 . *!••••. х п) = 


= Х к + ' 

^ п 


'к + 1 


+ • • 


I С Я 
п к х п 
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Далее, как и выше, показывается, что при заданной характеристике 
(хо, Хі, х п ) системы многоугольников минимум величины 

шах М, , достигается для канонической системы и равен 
«■" * 

/п ' (% Х Ь • • •> *„)• Доказательство того, что функция (* 0 , х и . . х „•) 
может достигнуть минимума лишь в том случае, когда из чисел 

Хо, Х\ Хп отлично от нуля лишь одно единственное число или 

два соседних числа, тоже практически не отличается от изложен- 
ного — новая характеристика ( у 0 , у\, у п ) вводится здесь в точ- 
ности так же, как выше, а приведенная на стр. 222 таблица заме- 
няется следующей: 


тп 

1 

№ (*о- *і х п)~І ( п ) («о- «, Уп) 

пг < 6 

1 < т-2 

0 

т = к 

/<т— 2 

х і~рг >0 

т> к 

/ < 6-1 

і лй лй — 1 

ь т- 1 ' с т- 1 . _ 

>° 

т> к 

/ = 6-1 

1 />Й лЙ— 1 | 

с т- 1 • с т .. С т-І 1 ^ Л 

~* х і г к >У 

т > /+ 2 

1>к 

/^к у^к у^к | у-> к лй— 1 ^ — 1 

с / + 1 °т-іть т °т-1 _ 

** >° 

с я 
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Все дальнейшие рассуждения полностью сохраняют силу. Нам 
остается поэтому заменить в формуле (17) число 2 на 4, а р на а 
и произвести необходимые упрощающие преобразования. Оконча- 
тельно получаем, что 



г к - 1 
1 




'( 6 - 1 ) 

к 



при 




(**) 


в) Эту задачу также можно решить аналогично (второму) ре- 
шению задачи а) и решению задачи б); однако здесь нужны неко- 
торые изменения проведенных выше рассуждений. Прежде всего 
выделим ту часть квадрата М, которая покрыта многоугольниками 
Мі не менее чем (Л — 1) -кратно, и пусть площадь этой части квад- 


рата равна — (где у ^ 1). Сохраняя прежний смысл за обозначе- 


нием Хі (где і — 0, 1, 2, п), мы условимся теперь называть 

характеристикой системы Я покрывающих квадрат М мно- 
гоугольников Мі совокупность п — Н + 2 чисел (хп-і, Хп, хп+і, ... 
..., х„)\ при этом играющие важную роль в решениях задач а) и б) 
условия (9) и (10) заменятся следующими: 


*л-і + Х У + 


+ х„ = — 
га у 


(ѵ>1), 


(9') 


0 ■ х н _і + С^х н + 


+ С**„ = рС 


н 

п 


(а<р<1) (10') 


(выражение, стоящее в левой части равенства (10'), равно сумме 
площадей всех й-кратных пересечений многоугольников системы). 
Определение канонической системы многоугольников, отве- 
чающей данной характеристике, переносится на рассматриваемый 
случай без всяких изменений; при этом по-прежнему сумма площа- 
дей всех Л-кратных пересечений многоугольников дается форму- 
лой (11'), — и следовательно, каждое из этих пересечений будет 
иметь площадь (12') (см. стр. 223; эту площадь мы здесь обозначим 
через і { ^ к) (х н _ х , х н , .... х п )). 

Доказательство того, что при заданной характеристике (хп-і, 
хп, .... х п ) наименьшее значение тах М доставляется 

(Ч І к) 

функцией Ху, •••, х п ), не отличается от изложенного 

выше. Здесь снова минимум функции (*д_і> х ^, .... х п ~) мо- 
жет достигаться лишь в том случае, когда только одно или два 
соседних из чисел Хп- 1 , Хп, . . . , х„ отличны от нуля. В самом деле, 
предположим, что т — / Гзг 2, где х і (/ ^ Іі — 1) — первое отличное 
от нуля из наших чисел, х т — последнее отличное от нуля число 

и для определенности положим: С^і'і Заменим 

характеристику (*л-і, хп,...,х п ) новой характеристикой 
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(Ул-ь Ун, ...» Уп), отличающейся от прежней лишь числами 


-. 6-1 


Уі х { Х{ — О, Уі +Х — Х ѵ у т _ і -х т _ 1 + ~-^_ 1 х г 

°т- 1 


>й-1 


Ущ ~ Х т ~ ~^н=г Х 1 при т>1 + 2; 


у і = Хі - Хі = 0, у [+1 = х 1+1 + -і 


■’т—І 

С Н~\ + С А-1 


(13') 


' 1 +\ 


-»/і — 1 
- 1 + 1 




-.й-1 


Уі+2 = х і+2--^Г х і П РИ т = / + 2. 

4+1 

Для характеристики (уп-і, Ук, .... у п ) также выполняются условия 
(9') и (10'), поскольку имеют место равенства (14) (где х { = у, — 0 
при * < Л — 1 ) и 

УН + С Н Н+1 У Н+1 + ... +С к п у п ~х н + С н н+1 х ІІІ!І + ...+ф А (15') 

(сумма, стоящая в левой части равенства (15'), отличается от стоя- 
щей справа суммы на величину 

сЧ ~ 1 


>Й-І 


ѵ I Л>А .1. ,->/і і /-.й I г>Н I 


"т—1 


/~*Л — і 
°т-1 


= о). 


Далее таблицам на стр. 222 и на стр. 223 соответствует таблица, 
приведенная на стр. 226. 

Теперь, когда доказано, что т — 1, характеристика 

(хк-і, хп, х„) однозначно определяется условиями (9'), (10'). 




Именно, при — ^ — < Ру < — - ~ имеем 

С п С п 


х г - 1 - 




С г- 1 


Хг = 


РсЦ-уС*_, 


г н - 1 

I 4-1 


(16') 


Далее, пользуясь формулой (12'), находим 

іп' к) (0 о, х г _ ѵ Х г , 0 0) = 

і(с;с;_ І -с;_,с г ‘)+рсКі І [ 

глк /*»й — 1 

44- 1 


при г < к, 
при г = к, 

при г > к. 


(17') 


8 Д О. Шклярский и др. 
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Эту запись можно упростить, и для любого г ^ к получим 


к) (О, 


О, * 


г-1’ 


О, 




Мы пришли к функции, зависящей от двух параметоов і|} и у. 
При фиксированном (5 эта функция является неубывающей функ- 
цией от у. Поэтому у следует придать наименьшее возможное зна- 
чение, равное 1. Затем, рассуждая совершенно так же, заменяем В 
на а. Окончательно получаем 




где г выбирается из условия 


С*_ 


■<а< 


С н г 


(...) 


61. а) Пусть АВ — сторона выпуклого многоугольника М пло- 
щади 1 , С — точка многоугольника М, наиболее удаленная 
от АВ (или одна из таких точек, если М имеет параллельную АВ 
сторону). Прямая АС делит мно- 
гоугольник М на две части Мі и 
Мг (рис. 119; одна из этих частей 
может и не существовать). Если 
1>і и Я 2 — точки многоугольников 
ІИі, соответственно М 2 , наибо- 
лее удаленн ы-е от прямой 
АС (или какие-то из таких точек), 

1\\АВ проходит через точку, С, а 
/і II АС и / 2 II АС — через точки Е>і 
и Иг, то прямые АВ, I, /, и Іг 
образуют некоторый параллело- р т 

грамм Я, заключающий М внутри г'ис. иэ. 

себя. 

а ,Д а ^ как многоугольники М і и М 2 выпуклые, то Мі содержит 
ДЛЯ.С а М г содержит Д Ай 2 С. Прямая АС делит параллело- 
грамм И на два параллелограмма Я и П 2 . причем 



5 ЛО,С - у 5 Л, 


8 АП,С = у 8 Пі 


Отсюда следует, что 

8 п 


8 п — 5 Я, + 8 ГТ. = 25 


АО.С + 28 А0 2 С ^ 28 М { + 25 М 2 = 28 М : 


= 2 , 


что и требовалось доказать (если З п •< 2, то мы можем увели- 
чить этот параллелограмм так, чтобы он продолжал заключать М 
внутри себя). 

б) Пусть Я — параллелограмм, содержащий внутри себя А АВС 
площади 1. Уменьшим Я, сдвинув параллельно его стороны до тех 

8 * 
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пор, пока они не «упрутся» в вершины треугольника; пусть А — 
вершина, через которую проходят две стороны полученного таким 
образом параллелограмма П = АРС)В (рис. 120). Проведем через С 
прямую I II РО. II АР\ точки пересечения I с 
АВ и АР обозначим через й и Е. Тогда, 
очевидно, 

с <• <? = _!_ с 

сво^= СВЕ 2 ССІРЕ 



с Ч' — _ с 

СЛЕ 2 СКАЕ' 


откуда и следует требуемый результат: 

5 ЛВС = 5 СВО + 5 СЛО ^ ~2 8 С(}РЕ + ~2 5 скае = ~2 5 арсік’ 

5 лр<гк ^ 25 лвс = 2 

(еоли С есть внутренняя точка стороны ЧР, то 3 А рчп=2 
только в том случае, если В совпадает с Р). 

62. а) Впишем в данный многоугольник II треугольник ЛіЛ 2 Л 3 
наибольшей возможной площади (ср. задачу 37 на стр. 36 и 
относящийся к ней текст). Предположим сначала, что площадь 
этого треугольника не больше 1/2. Прямые, проходящие через 
вершины А і, Л 2 , Аз треугольника параллельно его противоположным 
сторонам, образуют треугольник Т, площадь которого равна 45. 

Покажем, что 11 лежит целиком внутри Т. Действительно, если 
точка М многоугольника II лежит вне Г, то М дальше хотя бы от 




одной из сторон ААіАгАз (например, от ЛіЛ 2 ), чем противополож- 
ная этой стороне вершина треугольника. Но тогда вписанный в V 
треугольник МА { А 2 по площади больше ДЛіЛ 2 Л 3 (рис. 121, а), что, 
однако, противоречит определению треугольника ЛіЛ 2 Л 3 . Итак, в 
рассматриваемом случае II заключен внутри треугольника Т пло- 
щади ^ 2, что и требовалось доказать (ибо ясно, что тогда Ч 
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можно заключить и внутрь треугольника, площадь которого 
равна 2). 

Несколько более сложным является случай, когда 

Грис. 121,6). В каждую из частей, отрезаемых от многоугольника У 
сторонами ДАИ2А3, впишем наибольший по площади тре- 
угольник, основание которого совпадает с соответствующей сторо- 
ной Д АПгАз, и через свободные вершины В и В 2 , В 3 этих тре- 
угольников проведем прямые, параллельные их основаниям. Мы 
получим некоторый треугольник С1С2С3. Совершенно аналогично 
предыдущему доказывается, что У лежит целиком внутри Д С1С2С3. 
Докажем, что 

5 С,СА ^ 25 Л,в 2 л 2 я,л,в 2 - 

А так как последняя площадь не больше I (т. е. площади У), то 
отсюда и следует требуемое неравенство. 

Рассмотрим отдельно шестиугольник АіВ 3 А 2 ВіА 3 В 2 и описан- 
ный около него треугольник С1С2С3. Положим 


э Л,Л г В, 

^ Д ; Л; Л 2 


Ля, 


э ЛіЛзВ 3 


А{АіАу 


Л 2 ЛзВі «і 

“о — Л 1> 

С> А 1 А І А 9 


тогда 


і 


л, + л 2 + Лз = — - |Л, ' В - + ^ Лі/,зВі - + - Л:ЛдВ ‘ < 1, 
л л,л,л. 


так как по условию > -^ > а площадь всего многоуголь- 

ника У равна 1. 

Продолжим стороны треугольника АИ2А3, как указано на 
рис. 121,6. Отметим, что отношение высот ДВ3Л1Л2 и ДА 3 АП 2 , 
опущенных на общую сторону А Иг, равно отношению площадей 
этих треугольников, т. е. равно Лз. Точно так же отношение высот 
Д В 2 АИз и ЛА 2 АИз, опущенных на общую сторону ЛИз, равно Л 2 , 
а отношение высот АВ,А 2 А 3 и ДЛИгАз, опущенных на общую 
сторону Л2Л3, равно Л». Отсюда без труда получаем 

Ей , , , С 2 Е _ СА 2 В, У , .С,0 РА, . 

А,А 2 + 3 ’ АИг А Иг А,Н А,А. 2 ~ А,А 2 ~ Кг - 


Поэтому коэффициент подобия треугольников СіС 2 С 3 и А И 2 Д 3 
равен V- 


\ 


С,С 2 _ С,Р + РЕ + ЕС г 

А Иг А і А 2 


1 + Лі + л 2 + Л 3 . 


Таким образом, 


5 с,с г с 3 


(1 +Л, + Л 2 + Л 3 ) 2 , 
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а так как, кроме того, очевидно, имеем 

5 Л|В,Л г В|ЛаВ а _ ^Л.ЛгЛз+^ВіЛИэ + ^ВзЛіЛз + ^ВаЛіЛ; _ 

•^уІ.ЛаЛ, _ 5 Л,ЛзЛз 

= 1 + Яі + Я 2 + Я<3 

то -окончательно приходим к равенству 

- Г 5С|С ^ — = 1 +Л, + Я 2 + Л 3 .- 

^ А\В г А 2 В { АгВ 2 


Из этого равенства и следует, что 

5 СЛ,С, <2 > 

так как 

5 л 1 в 3 л 2 ВіЛзВ а ^ 5 [; = *• а ^ 1 + ^2 + ^з <1 - 


Этим завершается доказательство. 

б) Покажем прежде всего, что квадрат со стороной 1 
нельзя заключить ни в какой треугольник площади < 2. Пусть 
А С 1 С 2 С 3 описан вокруг квадрата А 1 А 2 А 3 А 4 так, как это изобра- 
жено на рис. і 22, а. Продолжим стороны А 2 А 3 и Л<Л 3 квадрата 



до пересечения со сторонами С 3 С 2 , С\Сг, соответственно С 3 С 1 , С 2 Сі 
треугольника в точках Д Е и Р, О. Так как А А4А 3 ;0 и А А 3 А 3 Р 
прямые, то А Л 2 ДС 3 и А А 4 РС 3 тупые. Далее 

А А 2 ЕАі + А Л,СЛ, = 180° - А ЕА 3 0 = 90°, 

А Л 2 Л,Д + А Л 4 Л,0 = 90°, 

откуда следует, что либо /. АгАіЕ ^ А 3 ЕА\, либо А Л 4 ЛіОг^ 
<: А Л 4 ОЛі; предположим для определенности, что имеет место 
первое из этих неравенств. В таком случае 

А 2 Е ^ А 2 Аі = Л 2 Л 3 < Л 2 Д 

и из рис. 122, а (где йК II ЕС 0 с очевидностью следует: 

5 Л 2 ОСз > 5 АіЕСі< 5 вос 2 < 5 с, с Аз- 
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Таким образом, мы пришли к описанному около квадрата 
А ЕйСг, площадь которого меньше площади Д СіС 3 С 2 и такому, 
что на одной стороне Д ЕОСг лежат две вершины квадрата (если 
уже у Д С1С2С3 была сторона, на которой лежат две вершины квад- 
рата, то этот этап решения можно опустить). 

Обозначим высоту ДЛіЛ 4 С 2 , опущенную на сторону Л 4 Л 4 , че- 
рез Л; пусть Н и Н' — точки пересечения этой высоты со сторонами 
ЛіЛ 4 и Л 2 Л 3 квадрата (рис. 122,6); НН' = 1 (стороне квадрата). 
В таком случае 

5 с,на, _ й 8 с,на, , „ 

8 НА,АіН' 2 ’ 8 А,А 3 р 


и, следовательно, 

8 а,а,р _ 1 

8 НА^ г Н' 2Л ’ 

5 С 4 Я'Д _ ^ЯЛ, + 8 НА,А,Н’ + 8 а,а,р 
8 НА,А 3 Н' 8 НА,А,Н' 2 2/г* 

Точно так же показывается, что 


Отсюда вытекает 


8 С,Н'Е 

■ 5 ЯЛ,Л,Я' 


1 + 2 + 2/г * 


8 с,ер 

8 А і А г А і А, 


/г 

1+ Т + 


1 

2 А 


т. е. 





что и требовалось доказать. 

Но если вокруг квадрата площади 1 нельзя описать треуголь- 
ник площади <2, то и вокруг произвольного прямоуголь- 
ника А іЛ 2 ЛзЛ 4 площади 1 нельзя описать Д СіС 2 С 3 площади <2. 
Действительно, предположим, что это не так, и построим квадрат 
Л 1 Л 2 ЛзЛ 4 , сторона Л 4 Л 2 которого совпадает с большей стороной 
Л іЛ 2 прямоугольника, а остальные стороны расположены в про- 
странстве таким образом, что прямоугольник ЛіЛ 2 Л 3 Л 4 представ- 
ляет собой ортогональную проекцию квадрата на плоскость прямо- 
угольника (рис. 122, в; для этого, очевидно, надо, чтобы было 
Л 2 Л 3 

-7 — соз а, где а — угол между плоскостями квадрата и пря- 

А і Л з 

моугольника) . Обозначим Далее через С|С 2 Сз треугольник, описан- 
ный вокруг квадрата Л,Л 2 ЛзЛ 4 и проектирующийся в треугольник 
С1С2С3. Так как при ортогональном проектировании каждая фигура 
переходит в фигуру, площадь которой равна площади первоначальной 
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фигуры, умноженной на соз а, то отношение площадей фигур 
при проектировании не меняется. Следовательно, если ^с,с,с, < - 

<25» , , а , то должно быть и 8,, , < 25 . в то время 

д,л 2 л а д,' С ,С 2 С 3 А 1 А 2 А і) А і 

как последнее неравенство невозможно. 

Далее, если вокруг прямоугольника площади 1 нельзя описать 
треугольник площади, меньшей 2, то и вокруг произвольного 
параллелограмма ЛіАгАзЛ*. нельзя описать треугольник С1С2С3, пло- 
щадь которого была бы меньше 2. Действительно, предположим, что 
это не так, и построим сферу, диаметром которой является большая 
диагональ АіАз параллелограмма; пусть А 2 и Л.,— точки пересе- 
чения сферы с перпендикулярами к плоскости параллелограмма, 
восставленными в вершинах Л 2 и Л 4 (сделайте чертеж!). В таком 
случае очевидно, что четырехугольник Л|Л 2 Л 3 Л 4 — плоский прямо- 
угольник, который проектируется в параллелограмм Л1Л2Л3Л4. Обо- 
значив через С[С 2 С 3 треугольник, описанный вокруг" прямоуголь- 
ника Л | Л 2 Л 3 Л 4 и проектирующийся в треугольник СіС 2 С 3 , мы, как 
выше, вынуждены будем заключить, что площадь треугольника 
с\с' 2 с' г меньше двойной площади прямоугольника Л 1 Л 2 Л 3 Л 4 , что 
невозможно ■). 

63. а) Проведем две прямые, параллельные I и расположенные 
по разные стороны от М, и затем сдвинем их так, чтобы они про- 
шли через какие-то вершины Л и В 
многоугольника; при этом мы полу- 
чим описанную вокруг М «полосу», 
ограниченную двумя параллельными 
I прямыми / 1 и / 2 , проходящими 
через Л и через В (рис. 123). Обо- 
значим расстояние между /і и / 2 че- 
рез й и проведем еще три парал- 
лельные I прямые /|, 1 0 и / 2 , 

делящие нашу «полосу» на четыре 

более узкие «полосы» ширины — ; 

пусть /| пересекает контур М в точ- 
ках Р и О, а ’/ 2 — в Р и 5, Пусть да- 
лее р есть сторона М, проходящая 
через Р (может быть, одна из двух 
таких сторон); точно так же ч, г и 5 — стороны многоугольника, 
проходящие соответственно через <3, Р и 8. "Площадь трапеции Т г. 



') По существу здесь использовано то, что в аффинной геомет- 
рии , к которой относятся теоремы задач 62 а) и б), квадрат н е 
отличается от произвольного параллелограмма (ср., например, 
[8] гл. 13; Й. М. Я г л о м и Л. С. А т а н а С я н, Геометрические пре- 
образования, Энциклопедия элементарной математики, ки. IV (Гео- 
метрия), М., Физматгнз, 1963, п. 63; И. М. Я г лом и В. Г. А ш- 
к и н у з е, Идеи и методы аффинной и проективной геометрии, ч. 1, 
Аффинная геометрия, М., Учпедгиз, 1962). 
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ограниченной прямыми 1 0 , 1\, р и равна, очевидно, Р<р точно 
так же площадь трапеции Г 2 , ограниченной 1 0 , / 2 , г и 5 , равна 
“ 2 -. Так как объединение трапеций 7"і и Г 2 содержит М (быть 
может, совпадает с М), то 

8 м ^ 8 т , + $ Т2 = Р<2-^+№-^ = (Р(1 + РЗ)-^. 

Рассмотрим теперь Д АРЗ и Д ВРС}, вписанные в многоуголь- 
5 _1 ос. 3 , „ 1 _ 3 

~ 2 

вательно, 


ник М. Очевидно, 8 дрѵ = Р8-~ <і; 8 вро = у Р<2 • ^ а, следо- 


/Р 5 


8 А*3 + 8 вро = ( , Ѵ+ Р( 1 )-І‘і = 

= 4(Р0+Р5)4>і 5 л1 . 


Но в таком случае 


ИЛИ 8 АЯ5>-8 8 М 


или 5 


ВРСІ'' 


8 



Рис. 124. 


что и доказывает утверждение задачи. 

б) Пусть М — правильный шести- 
угольник АВСйЕР, а / параллельна сто- 
роне А В шестиугольника (рис. 124). Да- 
лее, пусть РС}Р — вписанный в Л4 тре- 
угольник наибольшей возможной площади, одна сторона Рр кото- 
рого параллельна АВ. Если Р и <3 лежат соответственно на сторо- 
нах АР и ВС шестиугольника, то, очевидно, вершина Р должна при- 
надлежать РЕ. Примем длину стороны шестиугольника за I и обо- 
значим расстояние АР — Вр через а. В таком -случае, как легко 
подсчитать, 

рсг = лд+ре + <?я = і + |. + |-=і + а 


гг а/3 


= (2 -а) 


/3 


следовательно, 
1 , 


К,» = Т (1 +“' (2- 




4К-МЛ- 


Поэтому, для того чтобы 5 ру р была наибольшей воз- 
можной, необходимо, чтобы было а — — 0, а = тогда 


Но площадь всего шестиугольника М равна 

УТ _ зКз 

65 олв =6 — ==— 2~ 

(0 — центр шестиугольника); отсюда следует, что наибольший по 
площади вписанный в АВСЬЕР треугольник, одна сторона которого 

3 

параллельна АВ, имеет площадь, равную ^ ^лвСйЕР' что 11 т Р е " 
бовалось доказать. 

64. Ясно, что, скажем, А\а\ — средняя линия А А,А 2 Аз, и т. д.; 
поэтому в обозначениях рис. 125 

а) Р' = А[А' 2 + А'Л+ А'зА*+ ••• +<_, А' п +А' п А[ = 


— 2"(^Из + А 2 А^ + ... + А п -іА { + А п А 2 )> 


> ~2 + В 2 А 3 ) (А 2 В 2 + В 3 Л 4 ) + ... + (А п В п + Ві Л 2 )1 = 

= ~2 [(^і^і + ВіА 2 ) + (А 2 В 2 + В г А 3 ) 4- ... + (.А п В п + В п А { )] > 
>^(А 1 А і + А г А 3 + ... + Л„В„) = -і- /> 

(неравенство Р' < Р с очевидностью следует из того, что выпук- 
лый многоугольник М' заключается внутри М) . 

б) 5 -5' = 5, , ... + 5 , ,= 


А 1 А П А \ А 2 А і А 2 


Л и Д и » А 
п Я — I п 


4І А і А п А 2 ~^~ '* А іАі А з~^ ” ^»Ип-і А і) 

-тР(Ѵа + .^ѵ,+ + Члл) + 

+ ( 5 Л в * в . + 5 л 2 в . 8 2 + ••• + Ч В „-А,)] < т (25) = 1Г 5 * 


откуда сразу вытекает, что 5' > — $; неравенство 5' <5 является 
очевидным. 

Из этих рассуждений также следует, что равенство Р' = -і- Р 

может иметь место лишь для треугольника, а равенство 5'= -^-5— 
только для четырехугольника-, при л>3 результат задачи а) мо- 
жет быть усилен таким образом: Р > Р' > ^ Р; аналогично этому 

при л >4 результат задачи б) можно усилить так: 5 >5' >-5- 5 

Л! 
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(при я = 3, соответственно при п = 4, наши неравенства вообще 
заменяются на равенства: Р'=-^-Я, соответственно 5' = -і- 
Для п > 3, соответственно для гі > 5, неравенства 

Р>Р'>^Р и 5>5'>і-5 


улучшены быть не могут : это означает, что здесь периметр Р' мно- 
гоугольника М' может быть сколь угодно близок и к Я, и к ~ Р; 
соответственно площадь 8' многоугольника М' может быть сколь 
угодно близка и к 5, и к у 5. В самом деле, если п-угольник М, 



где п> 3, «вырождается» в отрезок АВ, где мы считаем А і = 
= А 2 = А, Аз = Аі = . . . — А„ = В (рис. Л 26, а), то, очевидно, 
А | = А, А г 2 = А' п = С (середина отрезка АВ), А 3 = ... = А п _ х = В, 
так что «многоугольник» М' совпадает с тем же отрезком АВ и 
Р' = Р ( = 1АВ)\ поэтому если М очень близок к этому «предель- 
ному» положению, то Р' близко к Р. Аналогично этому, если М 
«вырождается» в отрезок АВ так, что Аі — А, А 2 — А 3 — . . . — 
= А„- 1 = Д (точка отрезка АВ) и А„ = В (см. рис. 126,6, на 
котором Д — середина отрезка АВ), то М обращается в отрезок ЕР, 

где Е и Р — середины отрезков АИ и йВ, так что здесь Р' = ^ - Р; 

отсюда следует, что и для «истинных» (выпуклых) я-угольников, 
близких к этому «предельному» многоугольнику, величина Р' может 

быть сколь угодно близка к Р. 

Совершенно таким же образом, если я-угольник М, где п ^ 4, 
«вырождается» в треугольник АВС площади 5, причем А х — А, 
Аз = В, Аз = Аі — . . . = А п = С, то, очевидно, многоугольник М' 
обращается в заштрихованный на рис. 127, а параллелограмм пло- 
щади 5; отсюда вытекает, что и для «истинного» я-угольника М 
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величина 5' может быть сколь 

этому, если «-угольник М, где / 
АВС, так что А,=А г = А, / 
(рис. 127,6), то М' совпадает 



угодно близка к 5. Аналогично 

: ^ 6, «вырождается» в треугольник 
а = Аі = В и Аі = .., = А п = С 
г М и 5' = 5, откуда следует, что 



при п ^ 6 площадь 5' может быть сколь угодно близка к 5. Од- 
нако при п = 5 неравенство 5>5'>— 5 можно усилить, заме- 
3 1 

нив его следующим: —5 >5' >-% $ (см. выше задачу 42 а)). 

65. Так как Д ОАіАг, образованный центром О окружности К 
радиуса 1 и двумя ее точками А\ и А 2 , такими, что /. А\ОА 2 = 2ос 
(см. рис. 23,6 на стр. 58), имеет, очевидно, основание А,А 2 = 
с 1 

= 2эіпаі и площадь '■’ол.Лз = "ту 8 ' п 2а ь то периметр Р и пло- 
щадь 5 вписанного в единичную окружность К выпуклого «-уголь- 
ника М, сторонам которого отвечают центральные углы 2а ( , 2а 2 , . . . 
.... 2а п , равны (мы здесь считаем, что центр окружности заключен 
в н у т р и Л4) 


Р = 2 (зіп аі + зіп а 2 + ... + зіп а п ) 


5 = -^-(зіп 2аі + эіп 2а 2 + ... + зіп 2а п ). 


Таким образом, задачи а) и б) сводятся к доказательству неравенств 


а) зіпаі + зіпа 2 + ••• + зіп а п ^ 


^ зіп 


а, -Т* а 2 . . а 2 а 3 . 


+ зіп - 


+ ... +8ІП 


. а 1 + О.П 


2 > 2 ■ 1 2 

соответственно 

л ' 'ч. 

б) Зіп 2а! + зіп 2а 2 + . . . + зіп 2а п < зіп'(аі + а 2 ) + 

-Ь зіп (<* 2 + а 3 ) +, . . . +віп(а, +..а„), 

где 0<а ; <90°, і = 1, 2, .... пи а ( + а 2 + ... + а п = 180°. 
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Но, например. 


2 [зіп (а, + а 2 ) + 8іп (а 2 + а 3 ) + ... + зіп (а„ + а,)] — 

— 2 (зіп 2а] + зіп 2а 2 + . + зіп 2а„) = 

= [2 зіп (а! + а 2 ) — (зіп 2а, + 8Іп 2а 2 )] + 

+ [2 зіп (а 2 + а 3 ) — (зіп 2а 2 + зіп 2а 3 )] + ... 

... + (2 зіп (а„ + а,) — (зіп 2а„ + зіп 2а,)] = 
= [2 зіп (аі + а 2 ) — 2 зіп (а! + а 2 ) соз (а] — а 2 )] + 

+ [2 зіп (а 2 + а 3 ) — 2 (зіп (а 2 + а 3 ) соз (а 2 — а 3 )] + . . . 
... + [2 зіп (а„ + а,) — 2 зіп (а п + а,) соз (а„ — а,)] = 
= 2 зіп (а,+а 2 ) [ 1 -соз (а,— а 2 )] +2 зіп (а 2 +а 3 ) [ 1— соз (а 2 — а 3 )] + . . . 

... + 2 зіп (а„ + а,) [1 — соз (а„ — а^) >0, 


где равенство имеет место, только если аі = а 2 , а 2 = а 3 а п = аі, 

т. е. если аі = а 2 = . . . = а п , и п-угольник М правильный. 

Точно так же доказывается и неравенство а). 

66. Заметим прежде всего, что если АВ — а и Сй — Ь — две 
хорды одной окружности К ( с центром О и, скажем, с радиу- 
сом 1), а АВ = 2а и СИ = 2Р > 2а) — стягиваемые этими хор- 
дами дуги (где 0 < 90°), то 


АВ ~АВ 
Сй > ~Сй 
и 


5 аов 

5 соо 



(*•) 


В самом деле, так как ЛВ = 2 5іпа и ВС = 2 зіп р (ср. с реше- 
нием задачи 65), то неравенство (*) эквивалентно следующему: 


2 зіп а _ 2а 
2 зіп р > Ж’ 


зіп а _ зіп р 
а > "Т~‘ 


Вспомним теперь, что при х-+0 отношение 


зіп х 


(где угол х 


измеряется в радианах!) стремится к 1, а при х=^-(=90°) имеем 


зіп х 1 2 

х я/2 я 

Добным, но, разумеется, не доказывает его. Однако если придать х 


0,63 < I; это делает неравенство (*) правдопо- 


малое приращение то отношение — заменится на отношение 
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БІП(*+|) 

х ^ "> которое будет меньше первоначального, ибо ') 

БІП X 5ІП (х + &) 


* + І 

__ -г ЗІП X + | 8ІП X — X ЗІП X СОЗ | — X СОЗ X ЗІП 1 

*(*+ І) 

X БІП X (1 — СОЗ I) + | ^БІП X — X СОЗ X 1 

= х(х + 1) _ = 


X ЗІП X (\ — соз|) ^ СОЗ X 


х(х + $) 


х(х+1) 


( . БІП Ё \ 


здесь первое слагаемое положительно в силу неравенства 1 > соз 
а второе при достаточно малом | — в силу известного неравенства 
Ід*>х (см., например, рис. 128, где 2(дх = 
= 5 ОРЛ , 2х = 5 сект 0 рф, и в силу того, . что, 
выбрав | достаточно малым, мы всегда можем 



БІП | 


сколь угодно близ- 


сделать отношение 

ким к 1. Таким образом, при последователь- 
ном увеличении значения х на малые ^ отно- 

БІП х 

шение ■ — — — будет все время только убы- 
вать, откуда и вытекает справедливость не- 
равенства (*). 

Точно так же — с использованием того, 
чт0 5 ЛОВ = Т 8Іпа и 5 С оо = у зіп р,- 
доказывается и неравенство (**). 
а) Обозначим стороны многоугольника М і, взятые в н е в о з- 
растающем по величине порядке, через а і , аг а т , а отве- 

чающие им дуги окружности К (в угловой мере) — через осі, аг, ... 
. . . , Дт; аналогично этому стороны многоугольника Мі, взятые в 
неубывающем порядке, обозначим через Ьі, Ьг, ..., Ь а от- 
вечающие им дуги К — через р 4 , р 2 , .... Р«. В силу (*), учиты- 
вая условия задачи, имеем 


Оп 

а т 


От — 1 
а т-і 


>^2_> 

а 2 


о. Р. Р. 




Ьп_ 

Рч 


Воспользуемся теперь следующим известным свойством неравенств 
(с положительными членами): 


а ^ с 

если Т>1[ , 


ТО 




а+с ^ с 

ь + а > И % 


*) Читатель, знакомый с дифференциальным исчислением, сразу 
увидит, что здесь, по существу, использована отрицатель- 

н о с т ь производной у = ^ функции у = •. 
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В самом деле, в наших предположениях, например, 
а а + с аЬ + ай — аЬ — Ьс <1 

Т ь + а ъ(ь + а) в ь + а 


ь + а ь(ь + а ) 

и точно так же доказывается, что 


(т-т) 


> 0 , 


■ у- \ ~ С . > -4- . Последовательно 
Ь + а а 


применяя несколько раз это свойство неравенств, получаем 


Р і а т + а т — і + 


+ а, 


Итак, 


2л 

А 

Р. 




<*т + а,т-і + 
Ь\ + Ь 2 + ... 




• • • + «і 

+ ь п ~ і + ь п 


«і_ 

а, 


Рі + Рг + ■ 

Оі 


+ Р/Х— 1 + Р п 


р 2 

2л ‘ 


_Р і 
2я 


а. 


А 

2л 


< 


А 

Р. 


А так как — ->-А то Р\>Р 2 , что и требовалось доказать. 

а і Рі 

б) Решение этой задачи, аналогичное решению задачи а) 
(только роль неравенства (*) здесь будет играть неравенство (**)), 
предоставляется читателю. 

67. а) Прежде всего заметим, что если рассматриваемая лома- 
ная состоит всего из двух звеньев АР и РВ (рис. 129, а), то тео- 
рема справедлива. Действительно, продолжим прямую АР за точ- 
ку Я и на продолжении отложим отрезок РО = РВ. Так как Л ВР ( 3 



180°- ^ ВР<3 


180° 


равнобедренный, то /. ВС}А = ^ — = ^ ’ следо * 

вательно, точка <2 принадлежит построенной на отрезке АВ дуге 
окружности, вмещающей угол ^ • ДУ ге АВ этой окружно- 

сти отвечает центральный угол 180° — а; так как хорда АВ — 1, 

то отсюда следует, что радиус окружности равен . Но 

2с °з^ 
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А($ = АР + РВ не превосходит диаметра этой окружности; сле- 
довательно, 

АР + РВ < — - — , 

005 Т 


что и требовалось доказать. При этом АР + РВ = только 

С05 т 


в том случае, если треугольник АРВ равнобедренный. 

Докажем теперь теорему методом математической 
индукции. П редположим, что наше утверждение верно для всех 
п-звенных ломаных, и докажем, что в таком случае оно будет также 
справедливо и для (« + \)-звенной ломаной АР 1 Р 2 ... РпВ. Продол- 
жим стороны АР У и РъРг выпуклого многоугольника АР Х Р 2 ... Р п В 
до пересечения в точке Р (рис. 128,6). Так как сумма внешних 
углов ломаной при Р і и при Р 2 по условию меньше 180°, то Р 
будет лежать на продолжении АР і за точку Р і. Далее, внешний 
угол С[РРг треугольника РіРРг равен сумме внешних углов РРіР 2 
и РРгРі многоугольника АРіР 2 . . . Р п В\ отсюда следует, что сумма 
внешних углов п-звенной ломаной АРРзРі . ■ . Р п В при Р, Рз, Р 4 , ... 
..., Р п будет равна сумме а внешних углов (« + 1)-звенной ло- 
маной АР\Р 2 . . . Р п В. Так как мы считаем, что теорема уже дока- 
зана для всех п-звенных ломаных, то длина ломаной АРРзРі . . . Р п В 


‘не превосходит 



Но длина ломаной АРіРь . . . Р п В, очевид- 


но, меньше длины ломаной АРР 3 . . . Р п В (ибо Р\Р 2 < Р\Р + РР 2 )', 
следовательно, длина ломаной АР\Р 2 ...Р п В и подавно меньше 

, что и требовалось доказать. 

а 

соз- 

б) Эта задача очень близка к предшествующей. Прежде всего, 
ясно, что из всех треугольников АРВ с основанием АВ = а и внеш- 
ним углой при вершине Р, равным а (т. е. углом АРВ, равным 


180° — а), наибольшую площадь \ равную 




имеет равно- 


бедренный треугольник (у него высота больше всего). То, что вся- 
кий выпуклый «-угольник, где п > 3, со стороной А В = а и дан- 
ной суммой внешних углов при вершинах, отличных от Л и б, рав- 

2( І20 ° 

а ^ 2 а 2 і/з” 

ной 120°, имеет площадь, большую - — — , доказы- 


вается аналогично решению задачи а). 

68. Обозначим длины сторон рассматриваемого «-угольника М 
через « 1 , а г , .... а п и построим на каждой стороне обращенный 

5 

внутрь М прямоугольник ширины . Сумма площадей этих пря- 
моугольников будет, очевидно, равна 

5. 5, 5. . . 5 п 5 с 

а і ~р + а 2 -р + • • • + о-п ~р — (°і + 0 . 2 . + • • • + а п) -р = Р -р = 5, 
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■“* а поскольку они обязательно будут пересекаться (пересекаются, 
Например, каждые два прямоугольника, построенные на двух со- 
седних сторонах многоугольника М), то покрытая ими пло- 
щадь всегда будет <5. Поэтому наши п прямоугольников не 
могут целиком покрыть весь многоугольник М\ но если точка О 

5 

остается не покрытой прямоугольниками, то круг радиуса — с 

центром О не пересечет ни одной стороны М, т, е. будет целиком 
заключаться внутри М. 

69. Первое решение. Преобразуем подобно четырехуголь- 
ник ЛВСО (где АВ = а, ВС = Ь, СО = с, Ьа = й) с коэффи- 
циентом подобия ^ = ~і при этом сторона А' В' преобразованного 

четырехугольника Л'В'С'О' станет равной стороне СО четырехуголь- 
ника ЛВСО. Сложим теперь четырехугельники А ВС О и Л'В'С'О' 


в' С 



равными сторонами, как указано на рис. 130. Площадь всей обра- 
зовавшейся фигуры ЛВСО'С'О равна, очевидно, В АВСО +5 А , в , с , а , = 
= (1+6 2 )5 АВСО - Из- того, что четырехугольник Л'В'С'О' по- 
добен четырехугольнику АВСО, следует, что ^ В СО' = ^ Л ОС' 
(на рис. 130 /. ВСО' = /.С + А А, А АОС =360° — (/_ О + ^ В)). 
Произведения сторон треугольников АОС и ВСО', заключающих 
равные углы, также равны: ё(Іг-Ь) = Ь(к-й). Таким образом, 
^АИС' — ^ всю' и» следовательно, 

^ АВСй'С й = ( * + ^ 2 ) $АВСО ~ 5 АВО’С 

Четырехугольник АВО'С является трапецией', параллельность сто- 
рон АВ и С'О' следует из равенства внутренних накрестлежащих 
углов, образованных ими с секущей СО. Нам надо выяснить, в ка- 
ком случае площадь трапеции АВО'С с заданными основаниями 

АВ = а и С'0' = 6-с = — будет наибольшей, т. е. в каком 
случае эта трапеция имеет наибольшую высоту. 
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Проведем С'Р II В'В и рассмотрим треугольник АС'Р, имеющий 
ту же высоту, что и трапеция АВВ'С , и основание (мы считаем, 
что а ^ с) 

л2 л2 я2 

АР = АВ — СВ' = а - — = — . 


Разность квадратов боковых сторон этого треугольника при задан- 
ных сторонах четырехугольника АВСВ является фиксированной. 
Действительно, по теореме косинусов 


АС' 2 = Ай 7 + ОС' 2 — 2ЛО • ВС с 05 А АВС, 

С'Р 2 = В'В 2 = ВС 2 + СО' 2 — 2В С • СО' соя А ВСО', 


и так как 

АВ-ВС' = ВС-СВ' и А АВС = А ВСО', 
то 

ЛС' 2 - С'Р 2 = гі 2 + (А • 6) 2 — Ь 2 — (кд ) 2 - (а 2 - Ь 2 ) ( 1 - А 2 ) = 

(гі 2 — 6 2 ) (а 2 — с 2 ) 

П 2 


Пусть СН — высота А АС Р. Тогда 

АС 2 = ЛЯ 2 + С'Н 2 , С'Р 2 = РН 2 + С'Н 2 , 

АС 2 С'Р 2 = . (а 2 ~ ° 2 ) (<* 2 ~ Ь . 2 ) = АН 2 - РН 2 = 
а 2 

= (АН + НР)(АН - НР), 


и так как 




АН ± НР = АР — АВ — РВ = а ■ 


(*) 


(это равенство выполняется либо когда в левой его части стоит 
знак «плюс», либо когда в левой части стоит «минус»), то 


АН + НР — 


Л 2 — Ь 2 
а 


(♦*) 


(причем знак в левой части равенства (**) противоположен знаку 
в левой части (»)). 

Равенства (*) и (**) полностью определяют положение точки г/ 
на стороне Л В. А если основание высоты, опущенной из вершины С' 
на сторону АВ, не' зависит от углов треугольника АС'Р, то ясно, 
что высота С'Н будет наибольшей в том случае, когда сторона АС 
треугольника АС'Р будет наибольшей, т. е. когда АС = АВ + ВС , 
А АВС = 4 О + Д В — 180°, и вокруг четырехугольника АВСВ 
можно описать окружность. 

С другой стороны, известно, что всегда существует единствен- 
ный четырехугольник, стороны которого, взятые в определенном по- 
рядке, имеют наперед заданные длины а, Ь, с, д *) и который мож- 


>) Разумеется, а, Ь, с, сі должны быть таковы, чтобы вообще 
мог существовать четырехугольник с этими длинами сторон (для 
чего необходимо, чтобы наибольший из отрезков о, Ь, с, й был 
меньше суммы трех других). 
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но вписать в круг. Построение этого четырехугольника нетрудно 
усмотреть из вышеприведенных рассуждений: отложим АВ — а- 
зная отрезки АР = АВ — С'О', РС = ВО’ = ВС + А'й' и АС =’ 
= + В'С, мы сразу можем построить точку С, а следователь- 

но, и найти вершину И четырехугольника АВСО. При этом в усло- 
вии нашей задачи нет необходимости требовать, чтобы порядок 
сторон в четырехугольнике АВСО был определен (предположение, 
из которого мы исходили в нашем решении): если в каком-либо 
четырехугольнике К1.МЫ стороны следуют, например, в порядке 
Аі. = а, 1.М = і, МЫ — Ь, ЫК = с, то площадь его меньше пло- 
щади четырехугольника КоЦМ 0 Ы а (Кои = а, иМ 0 = д. М 0 Ы„ = Ь. 
ЫоКо = с), который можно вписать в круг, а площадь последнего 
четырехугольника (про который мы считаем, что центр О описан- 
ной окружности расположен внутри него) равна площади четы- 
рехугольника АВСО со сторонами АВ — а, ВС — Ь, СО — с, 
О А = д, который можно вписать в тот же круг с центром О, ибо' 

В "о 




Рис. 131. 


четырехугольники АоВоСоОо и АВСО состоят из одинаковых тре- 
угольников (А ОКоЫо = А ОСО, и т. д. — см. рис. 131, а, б), толь- 
ко по разному сложенных *). 

Второе решение (ср. с первым решением задачи 70а)). 
Рассмотрим два четырехугольника с одинаковыми сторонами: че- 
тырехугольник АВСО, вписанный в окружность 5 радиуса В с цент- 
ром О, и другой четырехугольник АіВіСіО, (см. схематический 
рис. 132, а, б). Представим себе, что четырехугольник АВСО шар- 
нирный и что мы деформируем его, меняя углы так, чтобы он пере- 
шел в четырехугольник АіВіСіОі. При этом равнобедренные тре- 
угольники АВО, ВСО, СОО и ОАО, построенные на сторонах четы- 
рехугольника АВСО, меняют свое положение и окончательно 


*) Можно доказать (см. решение задачи 74 6)), что площадь 
четырехугольника со стор онами длин а, Ь, с и а, котор ый можно 
вписать в круг, равна У (р — а)(р — Ь)(р — с)(р — й) , где р — 
полупериметр четырехугольника-, отсюда также следует, что эта пло- 
щадь не зависит от порядка расположения сторон. 
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занимают положение Л ( Ві0 4 , В)Сі0 2 , СіВ>і0 3 и ДіЛі0 4 (рис. 132,6). 
Сравним площади четырехугольников АВСЬ и ЛіВіСіВі. 

Мы имеем 

$АВО ~ 5 Л,В,0,' 5 ВСО = 5 В,С,0,> 5 СВО ” ^С.ЛСѴ 5 ІМО ~ 

Соединим точки Оі и 0 2 , 0 2 и 0 3 , 0 3 и 0 4> 0 4 и 0 4 окружно- 
стями радиуса К с центрами соответственно в точках Ві, С 3 , В>і 
и Л ( . Докажем, что два противоположных угла четырехугольника 
ЛіВіСіДі меньше соответствующих углов четырехугольника АВСО, 
а. остальные два угла — больше соответствующих углов АВСй. 
Предположим, например, что /. А, < /1 Л; в таком случае из срав- 
нения треугольников ЛВВ) и ЛіВі/Д (где ЛВ = ЛіВі, Ай — ЛіВ> 4 ) 




Рис. 132. 

вытекает, что В,0 , < ВО, а тогда из сравнения треугольников ОВС 
и 0 ) ВіС 1 заключаем, что ^ Сі < ^ С. Далее, все углы четырех- 
угольника ЛіВіСіОі не могут быть меньше соответствующих углов 
четырехугольника ЛВСО; если же предположить, что, например, 
хі В, > /. В, то ЛіС) > АС (вытекает из сравнения треугольников 
ВАС и В.Л.СД и /. йі > /. й (вытекает из сравнения треугольни- 
ков ОЛС и ОіЛіСі). Таким образом, 

^ Л і = О.Л.В, П 4 Л 1 О 1 — 0|Л 4 0 4 = 

= г оав + г оло - ^ о,л,о 4 = о,л,о 4 . 

Аналогично 

^ Ді = ^ В + ^ ОіВ|0 2 , ^С, = ^С-^0 2 С,0 3 , 

0| — О А 0 3 О,0 4 . 

Но так как 

(^ Л — ^ А,) + и С — ^ С,) = (^ В, - А В) + (г О, — ^ О) 

(ибо ^Л + ^В+^С + ^О=^Л | + ^В 1 + ^С,+ ^О,=360°), то 
/_ 0,Л,0 4 + / 0 2 Сі0 3 = ^ 0]В|0 2 + // 0 3 0і0 4 

и, следовательно, 

'“'сект. Л|0|0 4 •-'сект. Сі0 2 0 4 = ^сект. ВіО,Оз ^сект. С, 0 4 0 4 * 
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Так как разность 

8 АВСй ~ 5 Лі в, с, о, = ( 5 л,в,о, + 5 в,с 1 о ! + 5 с 1 о,о»+ 5 в,л,о ч )~ 5 л 1 в 1 с,о, = 
==5 Л 1 В,0, + 5 в,с,о, + 5 с,о,о а + ‘Ѵлл ~ 5 л,в,с,о, + 

+ 5 сект. А, О, О, — ^сект. В,0,0 4 + ^сект. 0,0,0, — ^сект. 0,0,0,’ 

как видно из рис. 132, б, равна площади четырехугольника 0і0 2 0 3 0 4 , 
ограниченного четырьмя дугами окружностей, то для доказатель- 
ства того, что 

5 ЛВСВ >5 Л|В,С,0, 

(а именно это и составляет содержание нашей задачи), достаточно 
показать, что площадь этого дугового четырехугольника 0 4 0 2 0 з 0 4 
всегда будет положительной. 

Последнее утверждение имеет 
следующий смысл. Заранее мы не 
можем быть уверены, что дуги 
0 і 0 4 и 0 2 0з не пересекутся, т. е. 
что наш дуговой четырехугольник 
не будет иметь вида, изображен- 
ного на рис. 133. В этом случае 
«двуугольник» Р <2 будет вычи- 
таться из общей площади, так как 
он будет входить и в сектор 
Л 1 О 1 О 4 , и в сектор Сі0 2 0 3 . Нам 
надо доказать, что площадь этого 
двуугольника никогда не может 
превзойти суммы площадей дуго- 
вых треугольников 0 4 0 2 Я и 
0 з 0 4 (?; именно это мы имели в 
виду, говоря о положительности 
площади дугового четырехуголь- 
ника О 1 О 2 О 3 О 4 (ибо в случае, ко- 
гда четырехугольник имеет такой 
вид, как изображено на рис. 133, 
за площадь его следует принять Рис. 133. 

число 5 0|0гЯ + 5 ОзО)0 — 5 Р(Э ). 

Заметим, что все дуги 0,0 2 , 6 2 0 3 , 0 3 0 4 и 0 4 0 4 имеют один 
и тот же радиус Р и “О.Ог + “ 0 3 0 4 = “ 0 , 0 4 + “ 0 2 0 3 (ибо 
0,В,0 2 + ^ 0 3 О,0, = ^ 0,А,0, + ^ О 2 С,0 3 ). Таким образом 

С0,0 2 + ~0 3 0 4 ) - С0,0 4 + “0 2 0з) = 

= ГО,0 2 - ~0,Р - ~О 2 0) + (“0 3 0 4 - ~~0 3 Р — ~0 4 <Э) = 0; 

поэтому холодно из выражений ''О,О 2 —''О,Р—'~О 2 0 и “ 0 3 0 4 — 
— ~0 3 Р -г р 4 (3 неотрицательно. Предположим, что неотрица- 
тельно первое. Повернем дугу 0,Р вокруг О, в положение 0 4 Р 4 , а 
дугу 0 2 р и «(двуугольник» РС} вокруг 0 2 в положение 0 2 Р 2 (іг 
(рис. 133); при этом будем иметь ''0,Р,+~0 2 С} 2 = ~0,Р + “0 2 <2< 
^ ~Оі 0 2 . Отсюда следует, что «двуугольник» Р 2 р 2 не может 
пересекаться ни с дугой 0,Р (он не пересекается с «кривым 




сектором» ОіРіР), ни с дугой О г Р (он не пересекается с «кривым 
сектором» ОгРгР ) ; поэтому < В 00Р и тем более 6' Р0 < 

< 5 о,о 2 р + 5 о 3 ол- 

Этим и завершается доказательство. 

70. а) Первое решение (ср. со вторым решением зада- 
чи 69). Рассмотрим четырехугольник ЛВСО, описанный вокруг 
окружности а радиуса г с центром О, и другой четырехугольник 
АіВ і С\й і , имеющий те же самые углы и тот же периметр 
(рис. 134, а, б). Из точки О опустим перпендикуляры ОК, ОТ., ОМ 




и ОN на стороны четырехугольника ЛВСО и рассмотрим четырех- 
угольники А і Ы і О,Кі = АЫОК , ВіКіОгЬг = ВКОЦ Сііі0 3 М 2 — 
= СЮМ и 0іМі0 4 ІѴ2 == ОМО./Ѵ, углы Л ь В\, С і и Оі которых со- 
впадают с углами четырехугольника ЛіВіСіОі. Очевидно, что если 
А\Ві > АВ, то ЛіОі < ЛО (для доказательства достаточно нало- 
жить друг на друга четырехугольники ЛВСО и ЛіВіСіОі так, чтобы 
их углы А и Лі совпали); в этом случае будем иметь также 
ВіСі < ВС, СіО, > СО. Так как периметры четырехугольников 
ЛВСО и АіВ,СіО\ равны, то 

АВ + ВС + Сй + ОА = Л,В, + В,С, + С,0, + 0,Л,; 
(Л,В, - АВ) + (С,0, - СО) = (ВС - В,С,) + (ОЛ - 0,-4,), 

или, другими словами, 

(л,в, - л,/е 2 - в г /с,) + ( с ,о, - с,л* 2 - о,м,) = 

= (В,1 2 + С,і, - В,С,) + ( л ,Л7 , + о,лг 2 - о,Лі), 

К\К 2 Л - Л4]М 2 = 1 2 1\ Л^ 2 ЙТ 
Но это означает, что 

+ 8 М,М 2 0,0, — 5 д г бі 0»0 2 + ^ЛГ,1Ѵ,0і04* 
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так как все эти четырехугольники — прямоугольники с одинаковой 
высотой г. Теперь из рис. 134,6 видно, что 

8 авсэ * 8 а 1 в 1 с,о 1 = 

= ( 5 і4і/ѵ,о,*с, + 8 в,КіО і ь 2 + 5 с 1 і,о,м 2 + 5 д,аг,04Лг ! ) ~ + 

+ (^Л.0,0, ~ 8 і,ь 1 о,о, + 8 М 1 М г О,0, ~ 8 N г N ^ 0,0,) = 5 0, 0*0,0,' 


откуда и следует, что 


лвсо > 8 А 1 В,С,О і ' 


Второе решение. Примем известный нам периметр иско- 
мого четырехугольника АВСО за единицу, и пусть А'В'С'О' — ка- 
кой-либо четырехугольник, подобный АВСО. Тогда площадь 

АВСО равна отношению площади четырехугольника А'В'С'О' 
к квадрату его периметра (ибо коэффициент подобия четырехуголь- 
ников АВСО и А'В'С'О' равен отношению их периметров, т. е. — , 
а площадь АВСО равна площади А'В'С'О', умноженной на квГл- 
рат коэффициента подобия, т. е. равна 5. — = — ), —и наша 

задача сводится к тому, чтобы найти тот из четырехугольников, 
имеющих наперед заданные углы, для которого отношение площади 
к квадрату периметра имеет наибольшее возможное значение. Нам 
требуется доказать, что искомым будет четырехугольник АВСО, 
который можно описать около окружности. 

Построим треугольник АВР, два угла которого равны углам 
А п В искомого четырехугольника*). Нам надо пересечь этот тре- 
угольник прямой СО данного направления так, чтобы у получивше- 
гося четырехугольника АВСО отношение площади к квадрату пери- 
метра было возможно большим. Впишем в треугольник АВР окруж- 
ность с радиусом г и центром О и проведем прямую СО заданного 
направления таким образом, чтобы она касалась этой окружности 


*) Такой треугольник невозможно построить лишь в том слу- 
чае, когда сумма каждых двух соседних углов четырехугольника 
АВСО равна 180°. В этом исключительном случае теорема настоя- 
щей задачи принимает вид: доказать, что из всех параллелограм- 
мов с данным острым углом и данным периметром р наибольшую 
площадь имеет ромб\ но это следует из того, что площадь парал- 
лелограмма со сторонами х и с — х (где с — полупериметр парал- 
лелограмма) и острым углом а, равная 

х(с — х) 5іп а = — (!-*)] зіп а, 


будет наибольшей при х = с — х = 
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(рис. 135, а). Докажем, что четырехугольник АВСБ обладает 
требуемым свойством, т. е. что если С'й' — произвольная пря- 
мая, параллельная Сй, то — 

5 лвсо ^ 5 Л'В'С'В' , . 

(АВ + ВС + СД + ИЛ) 2 ^ (АВ + ВС + СЪ' + й'А) 2 ‘ 

Обозначим коэффициент подобия треугольников РСБ и ГС' О' 


Г 



Рис. 135. 


через к (к может быть больше или меньше единицы). Очевидно, 
что 

5 АВР ~ 5 0АВ + $ОАР + 8 ОВР —~2 Г 

‘ - ІД ; 

^СйР = ^ОйР + $ОРС ^ОСО ~~2 Г — ВС) 


248 




Зс'й'Р = Ь 2 8 СОР = 4- гк 2 (ВВ + ВС - ОС). 


Отсюда 


5 лесо = 8 авр ~ 8 сор = л + ВР + РА) - (ТО + га- ОС)] 


ЛВС'О' 


'ГУ — 5 АВР Рс'О'Р — 


= ~2 г [( ав + вр + га) — к 2 (га + га — ос ) ] 

или, если обозначить АВ + ВР + РА через 2 р, а СР + СО — ОС 
—через 2 < 7 : 

5 ЛВСо ==г (Р-'?)- 
В ЛВС'Г>' ^ г (р — Ь 2 я)- 

Далее, из подобия треугольников СВВ и С'В'В следует 
. С'В + га' — О'С' = 2кд. 

откуда 

ИВ + ВС + СО + В И — 

= АВ + ВР + РА - (СР + РР> - СО) = 2 (р — 9 ), 
ИВ + ВС' + С'В' + В'И = 

= ИВ + ВР + ВН - (С'В + ВО' - С'О') = 2 (р - йр). 

В силу этого неравенство (*) принимает следующий вид: 

> г(р-±к 2 д) 


откуда 


\ 


г(Р^-я) 

4 (Р - 

~Ч) г 

! 

1 

Р 

' — Я 




4 (р — кд) 2 ’ 
Р — к 2 д 


(р — кі 7 )*' 

Перенося оба члена неравенства в левую часть и умножая его на 
(положительное) число (р і— д) (р — кі 7 ) 2 , получим 

(Д — *<?) 2 ;— (В — Я) (р — Л 2 р) ^ О, 

что по раскрытии скобок и упрощении дает 

( 1 — к) 2 рд > О, 

а это последнее неравенство, очевидно, справедливо. Этим и завер- 
шается доказательство. 1 

б) Решение этой задачи аналогично второму решению зада- 
чи а.) ; Рассмотрим сначала, для простоты, случай пятиугольника 
и пусть М = АВСйЕ и М ' = Н'В'С'В'В' — два пятиугольника с пе- 
риметрами В и В' и площадями 5 и 5', имеющие равные углы, при- 
чем М описан вокруг Окружности р радиуса >, а РА' не подобен М 
(рис. 135, б, в). Для того чтобы доказать неравенство 


5 :> 5 ' 


Р 2 


> 


(*•) 
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отбросим соответствующие стороны йЕ и й'Е' пятиугольников М 
и М' (такие, что /.0+/.Е=/.0'-\-/.Е’> 180°) и продолжим 
примыкающие к йЕ и к й'Е' стороны до их пересечения. При этом 
мы получим два четырехугольника АВСТ и А'В'С'Т' с соответ- 
ственно равными углами, причем, четырехугольник АВСТ описан 
вокруг окружности 5. Для упрощения выкладок будем считать, что 
размеры исходных пятиугольников выбраны так, что рассматривае- 
мые четырехугольники имеют одинаковые периметры, равные Р і 
(выполнения этого условия всегда можно добиться, преобразовав, 

если надо, пятиугольник М' подобно). Ясно, что 5д вСТ = г Ру, 
обозначим еще В А , в , с , т , = а.гР ѵ где а-некотороеположитель- 

( В А'В'С'Т' \ 

равное — ^ ); в силу результата задачи а) 

ъ авст ) 

а^І, причем а = 1, лишь если А'В'С'Т' тоже описан вокруг 
окружности, т. е. если он равен АВСТ. Далее обозначим 
ѲТ + ТЕ — ЭЕ = р и О’Т' + Т'Е' — й'Е' = кр\ здесь к — коэф- 
фициент подобия Д й'Е'Т' и Д ОТЕ. Так как (ср. с решением 

„ 1 - - 1 
задачи а)) 3 ОТЕ ! 

Далее имеем 


ное число 


'2 гр ' 


то ^ к 2 гр. 


5 — 5 М ~~ 5 АВСТ 5 йЕТ' 


Р = АВ + ВС + СО + Р>Е + ЕА = 

= (АВ + ВС + СТ + ТА) - (ОТ + ТЕ- ОЕ) 
и 

5 ' = = 5 Д'В'С'Т' ~ 5 И'Е'Т А 

Р' = А' В' + В' С + С'О' + О'Е' + Е'А' = 

= (А’ В' + В' С' + С'Г + Т'А') - (ОТ' + Т’Е' - О’Е'). 


Поэтому неравенство (**) принимает вид 

1 


-гРі — ^гр уагР, — ^к 2 гр 


(Ру ~ Р У 

I 


( Рі-кр У 

а Рі — к 2 р 
— ЬпѴ ’ 


т. е. 


Рі-Р {Рі- крУ 
(Рі — кр) 2 >(Рі — р) (а Рі — к 2 р). 


Но последнее неравенство действительно справедливо: 

(Рі ~ кр ) 2 - (Ру - р) (аРу - к 2 р) = 

= (Рі ~ крУ - (Ру - р) (Ру - к 2 р) + (1 - а) (Ру - р) Ру = 

= Ру Р (\-кУ + (1 — а) (Рі — р) Ру >0 
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•(ер, решение задачи а)), так как 1 — а > 0, а Р,>р по самому 
определению этих величин. В последнем неравенстве стоит знак >, 
а не так как, если 1 — а = 0, а = 1, то четырехугольники 
А'В'С'Т' и АВСТ равны; поэтому, для того чтобы пятиугольник М' 
был отличен от М, надо, чтобы А СЕ'Т был отличен от Л ИТЕ, 
т. е. чтобы было к Ф 1; таким образом, если (1 — а) (Рі — р)Р,—0, 
то / > ір( 1 — к) г наверное >0. 

Решение задачи для случая произвольного л проводится м е- 
тодом математической индукции. Оно ничем не отли- 
чается от приведенного, и все выкладки имеют в точности такой 
же вид; только вместо пятиугольника надо всюду говорить об 
л-угольнике, а вместо четырехугольника — об (л — 1) -угольнике, для 
которого, согласно предположению индукции, теорема считается уже 
доказанной (это позволяет утверждать, что а ^ 1). 

71. а) Если вписанный в окружность 5 л- угольник М не яв- 
ляется правильным, то у него наверняка есть сторона, меньшая 
стороны а вписанного в 5 правильного л-угольника М„. Далее, 
можно также считать, что М имеет и сторону, большую а: дей- 
ствительно, последнее не имеет места только в том случае, если М 

целиком вписан в дугу 5, меньшую — -й части 5; но тогда М за- 
ключается внутри сегмента, отсекаемого от ограниченного 5 круга 
стороной М о, а в этом случае до- 
статочно отразить симметрично 
этот сегмент от соответствующей 
стороны М о, чтобы убедиться в 
справедливости неравенства 5 м < 

< Далее, не меняя площади 
вписанного в 5 многоугольника 
М, можно поменять его стороны 
местами так, чтобы самая боль- 
шая и самая малая стороны М 
оказались рядом: в самом деле, 
перемена местами двух сосед- 
них сторон АВ и ВС вписанного 
в 5 многоугольника М не меняет 
площади Д АВС, ограниченного 
этими сторонами и диагональю 
л-угольника, а значит, не меняет 
площади М; применяя же это пре- 
образование несколько раз, мы 
всегда можем сделать соседними 
две любые стороны М. 

Рассмотрим теперь треуголь- 
ник, ограниченный наибольшей 
стороной АВ, наименьшей сторо- 
ной ВС и диагональю АС (может 
быть, предварительно преобразованного) многоугольника М и заме- 
ним его на ЛАВіС, где сторона АВі — а. Мы утверждаем, что 
^АВ,с > ^АВС’ в са мом деле, из рис. 136 сразу видно, что точка В і 
расположена ближе к середине 5о дуги АВС, чем точка В, и зна- 
чит, ЛАВ, С имеет большую высоту, чем А АВС. Таким образом, 
от Многоугольника М мы переходим к многоугольнику М,, одна 
сторона которого будет уже равна а\ при этом •5д( 1 >5 д( . 
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Далее, если М і отличен от Мо, то мы преобразуем его описан- 
ным способом в новый многоугольник Мг, имеющий больше рав- 
ных а сторон, чем Мі и такой, что 5 л , а >5 л , | . Производя эти пре- 
образования несколько раз, мы придем к многоугольнику М 0 , при- 
чем в процессе преобразования многоугольников их площади бу- 
дут лишь возрастать; поэтому 8 Ма >8 м . 

б) Решение задачи практически не отличается от решения за- 
дачи а); единственное различие состоит в доказательстве того, что 
при замене А АВС на ААВіС (см. рис. 136) периметр многоуголь- 
ника увеличивается. Отложим на продолжениях АВ и АВ | отрезки 
ВО — ВС и В і/>і = ВіС (соответствующие построения воспроизве- 
дены на рис. 136 пунктиром). Так как А. АВС и ААВіС — внеш- 
ние углы равнобедренных треугольников йВС и ДібіС, то 

Д АйС = ^ Л0,С = у ^ АВС (=4 А АВ іС ) : 

поэтому точки О и Ді принадлежат построенной на отрезке АС как 
на хорде дуге окружности, вмещающей -у /. АВС, и при изобра- 
женном на рис. 136 расположении сторон Д АВС и Д АВ { С хорда 
Ай і будет ближе к центру 5 0 этой дуги, чем хорда /Ш, откуда и 
следует, что 

АВ { + В г С = ЛО, > Ай = АВ + ВС. 

72. а) Одно из самых изящных прямых доказательств *) 
нужного нам результата таково. Пусть М и Мо — неправильный и 
правильный «-угольники, описанные вокруг одной и той же окруж- 
ности «; обозначим еще через К опи- 
санный вокруг Мо круг и через сгі, 
02 , .... Оп — сегменты круга К, от- 
секаемые от К сторонами п-угольци- 
ка М о (рис. 137). В таком случае, 
очевидно, 

8 М 0 = 5 « “ ( 5 <т, + 5 а 2 + • • • + 5 а„)- 

С другой стороны (и это самое важ- 
ное место всего рассуждения!), сто- 
роны М отсекают от К точно такие 
г г / 

же сегменты 0 [, о 2 . . . о„. 

которые, однако, могут и перекры- 
ваться. Обозначим пересечения сегмен- 

I Г Г г г г 

ТОВ О ! И 0 2 , 0 2 И а 3> а 3 И ОГ 4 , . . . 

(некоторые из этих пересечений могут и отсутствовать, т. е. иметь 
площадь 0) через ст 12 , сг 23 , 034 ,... В таком случае общдя пло- 
щадь части круга К, расположенной вне многоугольника М, будет 


*) О прямых и косвенных доказательствах, теорем о максиму- 
мах и минимумах геометрических величин см., например, предисло- 
вие к книге [4]; косвенные доказательства теорем задач 71 и 
72 имеются, например, в статье [1]. ! 
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равна 

5 , + 5 , + Т. + 5 Л - /5 , + 5 , + ... + 5 , 

°1 °2 а п ) I °І2 °23 °п 

( ибо в сумме 5 , + 5 / + ••• + 5 < части <у' 2> а', 3 , . . . круга К 
\ а 1 °2 а п 

учитываются дважды), и значит, площадь части Р многоуголь- 
ника М , расположенной внутри К (эта фигура Р заштрихована на 
рис. 137), будет равна 



5» = 5 - (5 , + $, + ...+ 5 Л + (8 , + 5 , + . . . + 5 , ^ 
' * I °1 °2 °п> I 0 12 °23 ° п1 ) 

> 5 К~( 8 а ] + 8 о 2 + ••• + 5 о л ) = 5 


> 


М п 


Таким образом, уже эта часть М (а тем бодее весь многоуголь- 
ник М\) будет иметь площадь, превосходящую площадь пра- 
вильного л-угольника М о. 

Легко видеть, что равенство 5^ = 5^ (и = 5 м„) выпол- 
няется лишь тогда, когда все вершины многоугольника М принад- 
лежат окружности круга К, т. е. только в случае М = М 0 . 

б) Так как периметр Р и площадь 5 многоугольника, описан- 
ного вокруг круга К радиуса г, связаны очевидным равенством 

5 = - 2 -Рг, то результат задачи б) непосредственно' вытекает из 

результата задачи а). 

73. Из формул (см. стр. 65) 




где Р — периметр л-угольника М, непосредственно следует, что 


т. е. 


о о • 180 ° -.О . 180° 

2л/? $іп 75 2пг 


/?^/. 180° \ ( . 180 е \ 180° 


(где, очевидно, равенство имеет место лишь в случае правиль- 
ного л-угольника М). 

74. а) Эта несложная задача имеет много решений; вот одно 
из них 1 ). По формуле Герона площадь 5 треугольника со 
сторонами а, Ь и с и полупериметром р равна 

$ = Ѵ р(р — а) (р — Ь)(р — с), 

откуда 

5 2 = р(р — а)(р — Ь) ( р — с). 

Но так как 

(р — о) + (р — Ь) (р — с) = Зр — (а + Ь + с) = Зр — 2р = р, 


’) Другие решения имеются, например, в книгах [27] и [29]. 


/ 
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то по теореме о среднем арифметическом и среднем геометриче- 
ском (ср. с решением задачи 39 или 43) 

(р — а)(р — Ь) (р - с)< [ ^ — а) + (Р ~ Ь) + (р - с) |» _ ^ 
и следовательно, 




где равенство имеет место лишь в случае р — а = р Ь = р — с, 
т. е. в случае а = Ь = с, — когда Д АВС является разносторонним. 

б) Эту задачу можно решить аналогично решению задачи а) *). 
Воспользуемся прежде всего результатом задачи 69, в силу кото- 
рого каждый четырехугольник ЛіВіСіОі имеет не большую пло- 
щадь, чем четырехугольник АВСР с теми • же длинами сторон 
АВ = А І В 1 = а, ВС = ВіС , = Ь, СО = С,0, = с и ДЛ = О.Лі = 
= й, который можно вписать в окружность. Поэтому мы можем 
с самого начала ограничиться лишь вписуемым в окружность че- 
тырехугольником АВСй. Найдем теперь формулу для площади 5 
такого четырехугольника АВСй. 

Обратимся к основному для первого решения задачи 69 рис. 130 
(стр. 241), где теперь будем считать, что ЛОС' и ВСй' — это не 
ломаные, а отрезки (так будет обстоять дело, если АВСй можно 
вписать, в окружность — см. первое решение задачи 69). Выше мы 
видели, что если 8 * лвсо = 5, то 


’АВО'С 


-('+ 4 ) 


а 2 + с 2 


5; 


таким образом, нам достаточно найти площадь трапеции ЛВО'С'. 

Трапеция АВО'С состоит из треугольника АРС и параллело- 
грамма РВй'С с общей высотой; поэтому 

8 РВ0'С : 8 АРС' = 2ВР ■ РА = 20' С' (АВ - /ГС') = 




2с 2 

а 2 — с 2 


(здесь мы в соответствии с рис. 130 считаем, что а > с 2 )), — и сле- 
довательно, если обозначить 3 АРС , = 2, то 


а 2 + с 2 


3 = 8 


АВй’С 


:2 + 


2с 2 


2 = ^ 2 , 


т. е. 


Таким образом, задача будет решена, если мы выразим через а 
Ь, с и й площадь 2 треугольника АРС'. 


') См. сноску на стр. 253. 

2 ) Если а = с, то роль сторон АВ = а и Сй = с четырех- 
угольника АВСй мы отводим сторонам ВС = Ь и йА = сі, где, 
скажем, Ь > <1\ случай же а = с и Ь = ё, т. е, случай прямоуголь- 
ника АВСй, является совсем простым. 
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Но стороны Д АРС' равны 

АР = АВ — й'С' =а — = — ~ с * (= а ) 

а а ' 

РС' = ДО' =ВС + А Г Б' = ь + а — = - + Ы (= 

а а ' 

АС' = Ай + В' С' = а + Ь‘— = — ^ йа (= «У 

а а ' 

поэтому в силу формулы Герона 

2 = Ѵп (я — а) (я — р) (л - у) , 
где 

П== у( а + Р+Ѵ) = -^- 1(а 2 — с 2 ) + (аЬ + Ьс + ей + сіа)] = 

= 4-[(« + с)(а-с) + (а + С )(і + гі)] = ^±1(а + 6- с + гі), 

и 

я_ а = _(р + ѵ _ а ) = _^_ ц аЬ + Ьс + са + да) - (а 2 - с 2 )] = 

^ [(а + с) (6 + а У -(а + с)(а- с)] = (_а + Ь + с + й), 

я ~ Р = "2 ( а + V - Р) = [(я 2 ~ с2 ) + (* с + ай — аЬ — ей)] — 

= 4г [(а + с) ( а ~а) + {й- Ь) ( а - с)] = а -^- (а - Ь + с + Ф), 
п ~ Ѵ = 4-(« + Р -\) = -^1(а 2 -с 2 )+(аЬ + сй- Ьс-асІ)] = 

= "2^ + с) (а — с) + (Ь — а) (а — с)] = (а + Ь + с — Ф). 

Таким образом, окончательно получаем 
у (о + с)(а — с) 

4а 2 Х 

Х/(-іі + Н« + й)(а—Ь + с + й)(а + Ь—с + й)(а + Ь + с—Ф) — 
= ~ й 2 ” Ѵ(р-а)(р- Ь ) ( р -с)(р-а) , 


где р — 2~ ( а + * + а + й) = ~ р — полупериметр АВСй. А по« 
„ а 2 

скольку і — - 2 - __ с 2 2 , то мы приходим к следующей (обобщающей 
формулу Герона ’)) формуле для площади четырехугольника АВСй, 

') Эта формула обращается в формулу Герона, когда, скажем, 
вершины О и А четырехугольника АВСО сливаются, и поэтому 
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который можно вписать в круг: 

5 = Ѵ(Р — а)(Р — Ь)(р — с) (р — Л) . 


(*) 

Дальнейшие рассуждения очень похожи на решение задачи а). 
Нам надо найти тот из четырехугольников АВСй с данным пери- 
метром 2 р, который имеет наибольшую площадь; при этом 
можно заранее считать, что вокруг АВСй можно описать окруж- 
ность и что поэтому применима формула (*). Но так как 

(Р — а) + (р — Ь) + (р — с) + (р — а) = 

= Ар — (а + Ь + с + А) = 4р — 2р = 2р, 

то, в силу теоремы о среднем арифметическом и среднем геоме- 
трическом '): 

(х+у+г+іѴ , . 

7 т ' " ) • (**> 

имеем 

5 2 = (р — а) (р — Ь) (р — с) (р — <*)< 

/ (р — а) + (р — Ь) + (р — с) + (р — <*) V _ Р^_ 
"Л 4 ) 256 ' 

и значит, 

Р 2 

8 <Ть' 

где равенство достигается только в том случае, когда у (вписуе- 
мого в окружность!) четырехугольника АВСЭ все стороны равны: 

р — а = р — Ь=р — с— р — А, т. е. а = Ь = с = А, 

другими словами, когда АВСй — квадрат. 

Примечание. Для доказательства основной формулы (*) 
мы использовали описанное в решении задачи 69 построение. Од- 
нако эту формулу можно вывести и без привлечения чертежа и 
каких бы то ни было геометрических конструкций. В самом деле, 


') Так как ( ~ ху = ( * 2 ^ ) ^°’ т0 ( * \ У ) > *У< 

т. е. Х У ху , и аналогично - ^ У гі ; далее, обозначая 


х+у 2 + 1 

— д- 5 - = и и — і — ! 


■ ѵ, получаем 


Х+у +г+1 


и + ѵ , г — 
— д— >У иѵ = 


= ~\/~ * + У ]/~ 1 > ѴѴ ху V V гі = Ѵхугі , 

что равносильно (**); равенство здесь достигается только при 
х — у — г — і. 
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для выпуклого четырехугольника со сторонами АВ = а, ВС — Ь , 

СВ ~ с .’ ~ углами А, В, С, О и площадью 5, очевидно, 

имеем 1 ) . 

5 = 8 Авэ + 5 овс = ай зіп А + у Ьс зіп С, 

т. е. 

45 2 = а 2 й 2 зіп 2 А + 6 2 с 2 зіп 2 С + 2 аЬсй зіп А зіп С. 


Но так как в силу теоремы косинусов 


ВО 2 = а 2 + сі 2 — Чай соз А 
и 

ВО 2 = Ь 2 + с 2 — ЧЬс соз С, 
то 

а 2 + й 2 — Чай соз А — Ь 2 + с 2 — ЧЬс соз С, 

т. е. 

а 2 — Ь 2 — с 2 Аг й 2 = Чай соз А — ЧЬс соз С. 

Поэтому 

Х — (а 2 - Ь 2 - с 2 + й 2 ) 2 =* 

= аМ 2 соз 2 А + Ь 2 с 2 соз 2 С - 2а6сгі соз А соз С = 

= а 2 й 2 ( 1 - зіп 2 А) + Ь 2 с 2 ( 1 - зіп 2 С) - ЧаЬсй соз А соз С = 

= а 2 й 2 + Ь 2 с 2 - [а 2 й 2 зіп 2 А + Ь 2 с 2 зіп 2 С + Шей соз А соз С) = 

= а 2 й 2 + Ь 2 с 2 — [45 2 + ЧаЬсй (соз А соз С — зіп А зіп С)], 
откуда следует, что 


452 = аЧ2 + Ь 2 с 2 - ~ (а 2 - Ь 2 - с 2 + й 2 ) 2 - ЧаЬсй соз ( А + С). (.**) 

Если же четырехугольник АВСй может быть вписан в окриж- 
ность, то А + С = 180°, т. е. соз (А + С) = — 1; поэтому здесь 


165 2 = 4 (а 2 й 2 + Ь 2 с 2 ) - (а 2 - Ь 2 - с 2 + й 2 ) 2 + 8 аЬсй = 

= 4 (агі + 6с) 2 — (а 2 — 6 2 — с 2 + гі 2 ) 2 = 

=(а 2 — 6 2 -с 2 -М 2 + 2ай + ЧЬс) (- а 2 + 6 2 + с 2 -й 2 + Чай + 26с)= 
= [(а + й) 2 - (6 - с) 2 ] [(6 + с) 2 - (а - й) 2 ] = 

= (— а + Ь + с + й){а — Ь + с + й)(а + Ь — с -М) (а + 6 + с—й), 
что, разумеется, равносильно равенству (*). 

75. Одно из самых красивых доказательств изопериметрической 
теоремы для (выпуклых) многоугольников связано с рассмотрением 


') Нетрудно видеть, что все приводящие к формуле (***) рас- 
суждения (и сама эта формула) сохраняют силу и для и е в ы- 
пуклого многоугольника, — что, впрочем, для наших целей несу- 
щественно. 


9 Д- О, Шклярский и др. 
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так называемых «внутренних параллельных оболочек» многоугольника 
М. Сдвинем все стороны п-угольника М — М 0 внутрь на одно 
и то же (малое!) расстояние 6; полученные прямые образуют 
«внутреннюю параллельную оболочку» М& многоугольника М ши- 
рины б (рис. 138, а). При этом оговорка о «малости»' б означает 
лишь, что мы будем непрерывно сдвигать стороны М внутрь, 
наблюдая, как меняется при этом многоугольник Лій (рис. 138, б, в). 



Рис. 138. 


Ясно, что при увеличении б вершины многоугольника Лій будут пе- 
ремещаться по биссектрисам углов многоугольника Л1 (ибо каждая 
вершина М& равноудалена от двух соседних сторон М — см. 
рис. 138, а); при этом определенным «критическим» значениям б 
будет отвечать слияние двух вершин «внутренней оболочки» Лій 
многоугольника М, т. е. уменьшение числа сторон Мй (на 
рис. 138 6, в ; многоугольники М й, отвечающие подобным «критиче- 
ским» значениям б, изображены жирными линиями). При этом 
«крайнее» значение 6, до которого мы можем дойти, равно, очевид- 
но, радиусу г Вписанного круга многоугольника М (ср. рис. 24, а 
на стр. 61); поэтому «оболочку» М г можно назвать «ядром» много- 
угольника М. Нетрудно видеть, что «ядро» М г многоугольника М 
представляет собой точку О, если М имеет единственный 
Вписанный круг к (точка О является центром круга к\ в этом слу- 
чае последний «истинный многоугольник» Мй является треугольни- 
ком или другим многоугольником, в который можно вписать круг, 
и О есть центр вписанной окружности этого треугольника; см. 
рис. 138,6) и Мг является отрезком О 1 О 2 , если М имеет много 
Вписанных кругов (и центры этих кругов заполняют отрезок ОіОгі 
в этом случае «оболочки» Мй обязательно «перепрыгнут» тип тре- 
угольника; ср. рис. 138, в с рис. 26 на стр. 61). 

Обозначим теперь через т многоугольник, стороны которого 
параллельны сторонам данного многоугольника М и касаются 
окружности радиуса 1; площадь 8 т многоугольника т мы обозна- 
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ч!!м через 5. Докажем, что для каждого ( выпуклого ) многоуголь- 
ника М 

Рг — 8 — хг 2 >0, (*) 

где равенство имеет место лишь для многоугольников, все стороны 
которых касаются одной окружности, т, е. для многоугольников, 
описанных вркруг окружности (в школьном понимании этого тер- 
мина); вывод этого неравенства представляет собой центральный 
пункт решения задачи. Для того чтобы установить справедли- 
вость (*), рассмотрим, как меняется величина Рг — 5 — яг 2 при 
переходе от многоугольника М к его « внутренней параллельной обо- 
лочке » Мь, т. е. изучим значения 

! (&) = /Ѵ 4 — 5д — 5 

интересующей нас величины, вычисленные для всех многоугольни- 
ков М в, где 0 ^ б ^ г. 

Предположим прежде всего, что М ( = М в| и М 2 ^М 6г — два 
многоугольника одного «слоя», т. е. такие, что им отвечает один 
и тот же многоугольник т 6і =т 6г = т (на рис. 138,6, в «слои» 
многоугольников М(, отделены друг от друга многоугольниками, 
изображенными жирными линиями). Обозначим отвечающие бі и 62 
значения функции [(6) через 

^ (®і) = ^1 = ^*1 Г І •-'і 5 1 г 1 и I (^ 2 ) = ['2 ~ ^2 Г 2 ^2 — Х 2 Г 2> 

где в силу нашего предположения Хі = х 2 ( = а) *). Покажем, что 
если 62 — бі = д > 0, то 

$, = 5 2 + Р 2 б + сг6 2 и Р, = Р 2 + ст- 26. 

В самом деле, многоугольник АД получается из АД «надстрой- 
кой» на сторонах АД ряда прямоугольников ширины б (общая пло- 
щадь всех этих прямоугольников 
равна Р 2 б, а сумма всех их «внеш- 
них» сторон равна Р 2 ) и, кроме 
того, еще примыкающих к вершинам 
М г «кусочков» многоугольника т', 
подобного ті с коэффициентом по- 
добия б (рис. 139). Все вместе эти 
«кусочки» составляют многоуголь- 
ник т ' , так что их общая площадь 
равна площади х' многоугольника 
т\ т. е. о б 2 , а сумма их «внеш- 
них» сторон равна периметру р' 
многоугольника т', т. е. 2об: ведь так как многоугольник т' опи- 
сан вокруг окружности радиуса б, то его площадь х' и периметр р' 

связаны соотношением х' = р' б. А так как, кроме того, очевидно, 


*) Разумеется, величина о может и не равняться х (может 
быть больше х), ибо АД и АД могут принадлежать какому-то 
«внутреннему» слою многоугольников 
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что 


г і — г 2 + б 


(почему?), то окончательно получаем 

{ р 2 г 2 ~ 5 г - 8 2 г 1) ~ ( р \ г і — 5 і - 5 і г ?) = 

= ( р 2 г 2 ~ $2 ~ Ѵ г 1) - ( Р 2 + 2а6) (г 2 + б) + 


+ (^2 + Рг б + об 2 ) + а (г 2 + б) 2 = 0. 


Рассмотрим теперь, как меняется величина/ (б) = Р 6 г 6 — 5 6 — 
— я при переходе через «критическое» значение б, отвечающее 
«перестройке» многоугольника М(, (а именно — уменьшению числа 
его сторон). Ясно, что при этом величины Рб, г;, и 5а не претерпе- 
вают заметных изменений (ибо с ростом б они меняются непре- 
рывно); величина же $б меняется «скачком» (внезапно возрастая 

вследствие «перестройки» 
многоугольника т; см. 
те же рис. 138, б, в). Поэто- 
му величина /(б), сохраняя 
свое значение в пределах 
каждого «слоя», при пере- 
ходе от слоя к слою скач- 
кообразно убывает: график 
функции /(б) имеет харак- 
тер «ступенчатой» линии 
со ступеньками постоянной 
высоты, опускающейся при 
Рис. 140. движении вдоль «оси б» 

от 6 = 0 до б = г (см. 
условный рис. 140). А так как значению б = г, т. е. «ядру» М г 
многоугольника М, отвечает функция 

1 (О = Р г г г ~ 8 г — Ѵг = 0 

(ибо здесь, очевидно, г т = 0 и 5, = 0, хотя, возможно, Р т ф 0), 
то значению 6 = 0 (т. е. исходному многоугольнику Л4!) отвечает 
неотрицательная величина /(б), т. е. 

/ (0) = Рг - 8 - яг 2 > 0, 
что нам и требовалось доказать. 

Ясно, что равенство в (*) имеет место лишь тогда, когда су- 
ществует единственный «слой» многоугольников Мб, т. е. ко- 
гда все стороны М равноудалены от точки О, являющейся «ядром» 
М — когда М описан вокруг окружности. 

Умножим теперь все члены неравенства (*) на (положитель- 
ное) число 4я: 

4Ряг — 45я — 4я 2 г 2 ^ 0, 



после чего преобразуем полученное неравенство так: 

- 4я5 > - 4Ряг + 4я 2 Л 


или 

Р 2 - 4я5 2* Р 2 - 4 Рзг + 4я 2 г 2 , 
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т. е. 


Р г - 4зЗ >(Р - 2зг) 2 ; (..) 

равенство здесь выполняется только для описанных вокруг окруж- 
ности многоугольников. Отсюда, в частности, следует, что для каж- 
дого я-угольника М 

Я 2 -4х$>0, (...) 

180° 

или, поскольку наибольшую площадь п 1^ среди всех описан- 

ных около единичного круга я-угольников т имеет правильный 
я-угольник (см. задачу 72 а)), 

р 2 180° 

4з 4я 1д — - — , («**.) 


где равенство имеет место только в том случае, когда я-угольник М 
описан вокруг окружности и когда отвечающий ему я-угольник т 
правильный, т. е. когда М — правильный я-угольник. 

Примечание. Из неравенства (»»**), в частности, следует, 
что среди всех я-угольников с данными направлениями 

Р 2 

сторон наименьшее отношение (равное 4х, т. е., как легко 

видеть, ■=' 4 (і е -у+‘в -у-+ ... +‘вф), где Аі, Аг, ... 

...,Л„ углы я-угольника) имеет п-угольник, описанный вокруг 
окружности: 


4>«(*тг + '«4 + ... +„*»). 


(!) 


это неравенство является усилением «изопериметрического неравен- 
ства» (****), ибо, как можно показать (ср. с задачей 72 б) ) ; если 
Лі, Аг, ..., А п — углы (выпуклого) я-угольника, т. е. если 
Лі +Аг + ... + А п = (я — 2)180°, то 




• Н" 




180° 

я 


76. Мы уже неоднократно отмечали, 
л-угольника 


_Р_ 

З 2 


— 4я 1 8 


180° 
я ’ 


что 


для правильного 


(ср. стр. 67), а для я-угольника, отличного от правильного. 


Р 2 

-д- > 4 я 


180“ 

я 


С другой стороны, для круга площади 5 = яг г и периметра (дли- 
ны окружности) Р = 2лг, очевидно, 


Я 2 

5 


4я 2 г 2 

яг 2 


4л. 
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180 ' 


Но поскольку (ср., например, стр. 64 — 65) 


п Не- 


равно площади 5 правильного п-угольника т, описанного 
вокруг круга единичного радиуса, а я равно площади самого этого 
. . 180° ^ , 

круга, то 4« > 4я, откуда и следует, что для круга отно- 


шение 


Р 2 


меньше, чем для многоугольника. 


77. а) Доказательство этого утверждения близко к решению 
задачи 75. Там мы видели, что Рг — 5 — $г г ^ 0 (неравенство (*) 
на стр. 259); здесь Р, 5 и г — периметр, площадь и радиус Вписан- 
ного круга произвольного п-угольника М, ах — площадь «-уголь- 
ника т, стороны которого параллельны сторонам М и касаются 
круга радиуса 1. Но так как, очевидно, площадь х многоуголь- 
ника т больше площади я единичного круга (ср. с решением за- 
дачи 76), то тем более 


Рг — 5 — яг 2 > 0. 


(I) 


Преобразуя это неравенство в точности так же, как мы преобразо- 
вывали в решении задачи 75 неравенство (*) (т. е. умножая его 

на 4я, и т. д.), мы окончательно 
получим 

Р 2 — 4я5 > (Р — 2яг) 2 (II) 

(ср. с неравенством (**) на 
стр. 261). 

б) В решении задачи а) су- 
щественную роль играла «внутрен- 
няя оболочка ширины 6» много- 
угольника М, а в конечном счете — 
«внутренняя оболочка ширины г», 
где г — радиус Вписанного круга 
(эта оболочка вырождалась в 
точку или в отрезок — см. вывод 
неравенства (*) на стр. 259). 
Здесь нам, напротив, понадобит- 
ся «(внешняя) оболочка (в смыс- 
ле Я. Штейнера) многоугольника 
М ширины Д», где Д — некоторое 
число, т. е. совокупность всех то- 
чек, удаленных (в смысле, указан- 
ном на стр. 15 — 16) от М не боль- 
ше чем на Д, в частности — внеш- 
няя оболочка ширины Р, где Р — 
радиус Описанного круга много- 
угольника М. Легко видеть, что (понимаемая в указанном смысле) 
«оболочка» ширины Д стороны АіА 2 = аі многоугольника М 
представляет собой прямоугольник А\А 2 А 2 А" ширины 2Д со сред- 
ней линией АіАг, дополненный двумя полукругами радиуса Д 
с центрами А і и А 2 (рис. 141, а); это описание можно даже принять 
за определение «оболочки» отрезка АіА 2 . Предположим теперь, 
что Д = Р, и построим такие «оболочки» (ширины Р) для всех 
сторон п-угольника М. Эти п « оболочек сторон» полностью покры- 
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вают внутренность М. В самом деле, последнее утверждение было бы 
верным даже и в том случае, если бы мы рассматривали не «обо- 
лочки сторон Ширины Р», но лишь «оболочки сторон ширины г » 
(а, разумеется, г с Р\): ведь наличие не покрытой «оболочками» 
ширины г точки О доказывало бы, что расстояние О от всех сто- 
рон М больше г, т. е. что существует целиком заключенная внутри М 
окружность (с центром О) радиуса, большего г, — что, однако, про- 
тиворечит определению величины г. 

Ясно, что площадь изображенной на рис. 141, а фигуры, отве- 
чающей стороне Л,Л 2 = аі гс-угольника, равна 

Гсі • 2Д + яД 2 ; 

таким образом, сумма площадей всех гс «оболочек сторон» ши- 
рины Р равна 

(«і + а 2 + ... + а п ) 2Р + гся/? 2 = 2 РР + гся/? 2 . 

Поэтому, если обозначить через ®і, $ 2 , .... площади частей 

П 1 < 2 /» плоскости, покрытых нашими «оболочками» 1-кратно, 

2-кратно, . . . , и-кратно, то, поскольку в сумме 2РР + гся/? 2 площа- 
дей всех «оболочек сторон» области /д, { „ учитываются 

I раз, 2 раза, . . . , п раз, мы имеем 

+ «я/? 2 = а, + 2«г + Зх 3 + ... + пв п (I) 

(при этом некоторые из чисел *і, «2 5 „ могут, конечно, и рав- 
няться нулю). . ѵ 

Заметим теперь, что площадь всей «оболочки гс-угольника М 
ширины /?», очевидно, равна 

5 + РР + я/? 2 

(фор му л а Штейнера). В самом деле, внешняя по отноше- 
нию к М часть рассматриваемой фигуры Р состоит из построенных 
на сторонах М прямоугольников ширины К и из секторов кругов 

радиуса /? с центрами в вершинах Л,, Л 2 Л „гс-угольника М. 

При этом сумма площадей прямоугольников, очевидно, равна 
(аі + а 2 + . . . + а п )Р — РР. С другой стороны, вершине Л ( отве- ' 
чает сектор круга с центральным углом 180° — А А (рис. 141,6) ')), 
т. е. с центральным углом, равным внешнему углу п - угольника при 
вершине Лі; поэтому сумма всех центральных углов всех секторов 
равна сумме внешних углов гс-угольника, т. е. равна 360°, и значит, 
сумма площадей всех секторов равна полной площади я /? 2 круга 
радиуса Р. А так как вся фигура Р распадается на части В, / 2 
.... 4 „, то 

5 + РР + я/? 2 = $, Л- « 2 + 5 3 + ... +5 „. (2) 

Вычитая теперь (2) из (1), получим 

РР + (ГС 1 ) Я/? 2 $ = 5 2 -(-25з + ... -(-(« — I ) $„. (3) 

Но (и вот тут нам впервые понадобится то, что ширина Р «обо- 
лочки» Р многоугольника М равна радиусу его Описанного круга!) 

ппР 2 < 5 2 + 2х 3 . . . + (те — 1)®„. (4) 


’) Для наглядности на рис. 141,6 изображена «внешняя обо- 
лочка» многоугольника М какой-то ширины Д <; /?. 
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В самом деле, область, образованная объединением и кругов 
радиуса Р с центрами в вершинах А і, Аг, А п и-угольника М, 
покрыта «оболочками сторон» п-угольника не менее чем 2-кратно-. 
действительно, круг с центром А,, очевидно, целиком вмещается 
в «оболочки» сторон АіА п и ЛіЛ 2 ; круг с центром Аг целиком вме- 
щается в «оболочки» сторон АгА\ и Л 2 Л 3 , и т. д. При этом есте- 
ственно, что часть Р, покрытая сразу двумя кругами, входит в [ з 
(или в или в /5, .... — так, область, покрытая кругами с цент- 
рами А і и А г, входит в «оболочки» сторон АіА п , Л ( Л 2 и Л 2 Л 3 , а 
область, покрытая кругами с вершинами А і и А 3 , если таковая су- 
ществует, — в «оболочки» сторон АіА„, АіАг, АгАз и Л 3 Л 4 ); часть Р, 
покрытая тремя кругами, входит в Д (или в /д, ...), и т. д.; на- 
конец, часть Р, покрытая ( п — 1) кругами (если такая часть Р 
существует), входит в Что же касается до части Р, покрытой 
нашими п кругами п-кратно , то таковая просто отсутствует: если бы 
существовала точка <3, покрытая всеми нашими п кругами, то 
эта точка отстояла бы от всех вершин многоугольника М на рас- 
стоянии <./?; но в этом случае круг с центром 0 и радиусом <Р 
целиком содержал бы внутри себя многоугольник М, — что, однако, 
противоречит определению величины Р. Эти рассуждения и доказы- 
вают соотношение (4) (ср. с выводом формулы (1) *). 

Вычитая теперь (4) из (3), получим 

РР-8-лР 2 >0 (*) 


(ср. с неравенством (I) решения задачи а)), откуда последователь- 
но получаем 

4я РР — 4я5 — 4п 2 Р 2 > О, 

или 

— 4я5 > — 4пРР + 4я 2 Р 2 , 

или 

Р 2 — 4я5 > Р 2 — 4пРР + 4л 2 Р 2 , 

и, наконец, 


Р 2 - 4л$ > (2я Р - Р) 2 . 


(•*) 


78. а) Пусть А, В — две произвольные точки многоугольника М. 
Ясно, что можно найти две такие граничные точки А', В’ много- 
угольника, что расстояние А' В' не меньше А В: достаточно принять 
за А' и В' точки пересечения прямой АВ с контуром многоуголь- 
ника М. Далее, существуют две такие вершины А", В" много- 
угольника, что А" В" ^ А' В': в самом деле, если А' — точка сто- 
роны а многоугольника, то за А" можно принять такую вершину М, 
что а проходит через А" и угол А"А'В' не острый. Точно так же и 
точку В\ если только она отлична от вершины многоугольника, мож- 
но заменить вершиной В" так, что А"В" ^ А"В'. 

Таким образом, расстояние между любыми двумя точками А 
и В многоугольника М не больше какой-либо из сторон или диаго- 
налей многоугольника, откуда с очевидностью следует, что диамет- 


Р) В (4) стоит знак <, а не ибо, как легко видеть, суще- 
ствуют принадлежащие Іг (или /з, или Д, . . .) участки, не покрытые 
ни одним из рассматриваемых кругов радиуса Р (см. на рис. 141,6 
заштрихованную часть пересечения «оболочек» сторон ЛіЛ 2 и Л 2 Лз 
п-угольника М). 
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ром многоугольника является наибольшая из его диагоналей или наи- 
большая сторона. 

б) Решение аналогично решению задачи а) и предоставляется 
читателю. 

79. Обозначим диаметр четырехугольника через так как пло- 
щадь 5 (выпуклого или невыпуклого!) четырехугольника равна 

е/ зіп а, где е и [ — длины его диагоналей, а а — угол между 
диагоналями (ср. решение задачи 45а)), то 

*<!«<■ 

(ибо е ^ д, / и зіпа^ І); следовательно, если 5 = 1, то 
гі 2 ^ 2 и 2. Равенство Л = У 2 выполняется для квадрата 

площади 1 (или для любого четырехугольника, диагонали которого 
взаимно перпендикулярны и равны между собой, а все стороны н е 
превосходят диагоналей.) . 

С другой стороны, диаметр сі четырехугольника (параллело- 
грамма) площади 1 может быть сколь угодно велик (при- 
мер: прямоугольник со сторонами длин N и 1 /7Ѵ, где N — велико). 
Поэтому возможные значения д таковы: 

У !<<*< оо, 

80. Пусть А і и А% — две наиболее удаленные друг от 
друга вершины М; А\А 2 = В — диаметр М (см. задачу 78). Про- 
ведем через все вершины многогранника перпендикулярные А,А 2 
плоскостщясно, что «крайними» из них будут плоскости Яі и я 2 , 
проходящие через А] и Л 2 (ибо если бы М содержал точку В, 
расположенную, скажем, по другую сторону от я 2 , чем А и то 
было бы А\Ё > АіА 2 = В). Проведенные плоскости разобьют по- 
верхность М на ряд слоев. Каждый из этих слоев состоит мини- 
мум из трех кусков граней (некоторые из них могут оказаться и 
целыми гранями), разграниченных между собой отрезками ребер М 
(может быть, целыми ребрами); ясно, что в каждом слое будет не 
меньше трех таких отрезков ребер, ведущих от одной из наших 
плоскостей к следующей плоскости. А так как длина такого отрезка 
ребра не меньше расстояния между плоскостями, то сумма длин 
всех «поперечных» (т. е. не параллельных проведенным плоскостям) 
ребер М не меньше утроенного расстояния между крайними плоско- 
стями, т. е. :>ЗВ; при этом равенство здесь невозможно (почему?). 

81. Первое решение. Проведем через «внутренний угол» М 
канала окружность, касающуюся ее «внешних» берегов в точках А о 
и В о (рис. 142, а); ясно, что радиус К = ОАц — ОМ = ОВ 0 этой 
окружности определяется из соотношения (заметьте, что сторона 
квадрата ОаМЬ равна /? — 1) 

2(/?— I) 2 = /? 2 , откуда Я = 2 + У 2 (« 3,41), 

и значит 

А 0 В 0 = Д У~2 = 2 У1 + 2 («4,83). 

Нетрудно понять, что ветка, имеющая форму дуги окружности 
ЛоВо проплыть через поворот канала сможет: ведь при повороте 
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вокруг точки О на 45° в одну или в другую сторону ''Лоб» зани- 
мает положение ~А а М, соответственно '~МВ' 0 (рис,' 142, а) — ив 
обоих этих положениях ветка далее может свободно двигаться по 
одному или другому колену канала. 

Докажем теперь, что если диаметр ветки АВ = Л >2 -+- 2, 

то какую бы форму эта ветка ни имела, она не сможет про- 
плыть через поворот канала. В самом деле, если ветка расположена 




5) 



Рис. 142. 


в прямолинейном участке канала с берегом МА^ и если ее конец В 
расположен ближе к повороту канала, чем конец А 1 ), то (направ- 


*) Мы можем считать концы А п В диаметра АВ ветки конеч- 
ными ее точками, для чего достаточно просто «обломать» ветку; 
ниже будет показано, что даже часть АВ ветки неизбежно за- 
стрянет в повороте канала. 
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ленный) отрезок АВ (длина которого превосходит 2 У 2 + 2) со- 
ставляет с «биссектрисой» МЫ канала (т. е. с общей биссектрисой 
образованных обоими берегами канала углов) обязательно тупой 
угол. В самом деле, если сдвинуть параллельно ветку в такое по- 
ложение АіВі, чтобы конец В і совпал с М, то конец А і отрезка В і/П 
займет положение на изображенной на рис. 142, а пунктиром 
дуге РС) окружности радиуса й> 2/2 + 2 с центром М. Но если 
Аі то ^ АіЛІЛ < 45° (ибо даже наибольшее из возможных 

значений этого угла, а именно РМС), будет <45°, так как РМ > 
> 2 /~2 + 2 > / 2), и значит, /. ЫМАі > 90°. Аналогично этому, 
когда ветка после поворота будет плыть по второму «колену» ка- 
нала, то она займет положение А 2 В 2 , где уже точка А г будет рас- 
положена ближе к повороту, чем В 2 (ибо «перевернуться» и плыть 
далее другим концом вперед ветка диаметра > |/^ 2, разумеется, 
не сможет); при этом угол между В 2 А 2 и МЫ также будет тупым, 
а угол между А 2 В 2 и МЫ (обратите внимание на направление от- 
резков!) — острым. Но іт ак как в процессе движения веткй по реке 
угол между АВ и МЫ меняется непрерывно, то ветка обяза- 
тельно должна будет пройти_ через такое положение АВ, при кото- 
ром мы будем иметь /. (АВ, МЫ) =90°, т. е. АБА. МЫ'). 

Пусть С и 7) — точки пересечения отрезка АВ с берегами МА' й 
и МВ' 0 реки (рис. 142,6). Так как СА < СА' = / 2 И 7>В< / 2, то 
СИ = А В - АС - ИВ > (2 / 2 + 2) - /~2 - /2 = 2. 
Отсюда следует, что если МР — расстояние от М до А В, то 
МР = ^СО>\, 

и тем более >1 расстояние РР до АВ от точки Р пересечения вет- 
ки ЛВ с отрезком МЫ. 1 

Представим теперь ветку АБ плывущей по одному _тіз прямоли- 
нейных рукавов канала, В таком случае все точки А, В к Р будут 
находиться внутри канала (который здёсь можно понимать просто 
как полосу ширины 1, ограниченную параллельными прямыми); 
поэтому внутри канала будет находиться и весь А АВР 
(в силу выпуклости полосы; см. определение на стр. 56). Но это 
невозможно, так как (понимаемая в смысле данного_ на стр. 92 
определения) ш и р и н а тупоугольного треугольника АВР (а тупым 
является уже / АМБ, который меньше ^ АРБ), т. е. ширина самой 
узкой полосы, в которую можно заключить этот треугольник, равна 
его наименьшей высоте, т. е. равна РР > 1. А отсюда следует, что 
ветка АВ уже по каналу ширины 1 проплыть не сможет. 

Второе решение. Эту задачу можно также рёшить ана- 
логично решению (близкой к ней по сюжету) задачи 49. Возмож- 
ность проплыть для ветки диаметра 2 / 2 + 2 устанавливается 
легко (см. первое решение); основная трудность заключается в том, 
чтобы установить, что никакая ветка диаметра й — АВ> 2/2 + 2 
. ' • ; * 

') Ср. подстрочное примечание на стр. 303. 
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не сможет проплыть поворот канала, не застряв в нем. Пред- 
ставим себе теперь жестко связанный с веткой АВ и заключающий 
петку внутри себя прямоугольник П = Л 1 В 1 В 2 Л 2 ширины 1, две сто- 
роны которого лежат на берегах канала (рис. 142, в), и будем сле- 
дить за движением этого прямоугольника в процессе движения 
ветки. Как и в первом решении показывается, что при движении 
ветки вперед и развороте ветки отрезок АВ, а с ним и прямоуголь- 
ник П, повернется более чем на 45°'). Сосредоточим теперь внима- 
ние на том моменте в процессе движения ветки, когда стороны Л ( Ві 
и АгВг прямоугольника П окажутся перпендикулярными « биссект - 
риссе канала » ММ. 

Проведем через точку Л4 прямую С'ІУ = /' _1_ МЫ и по другую 
сторону от нее, чем точка Ы, — прямую с[о[ = /, || і', удаленную 

от /' на расстояние 1. Если диаметр АВ ветки > 2 К 2 + 2, то 
в рассматриваемый момент найдется точка ветки, расположенная 
в треугольнике С'ЛЧ)': ведь диаметр каждого из изображенных на 
рис. 142,в ромбов с\сМС' и о\дМВ’ равен с[М = й\м = У 6 > 
>2^2+2 (почему?), — и ветка никак не сможет поместиться в од- 
ном из этих двух ромбов. Но в таком случае прямоугольник П 
в этот момент расположится между какими-то двумя прямыми I 
и и, параллельными прямым і' | і\ и удаленными друг от друга 
на то же расстояние 1; эти прямые на рис. 142,8 расположены 
выше прямых Г, соответственно /[. Прямоугольник П может при 
этом, разумеется, и выйти за пределы канала; но если наша ветка 
плывет по каналу, то она обязательно будет заключена внутри об- 
разованной прямыми / и /і с «внешними» берегами канала трапе- 
ции СіЛіОС. Однако диаметр трапеции СіВіВС меньше- диаметра 
трапеции С І 0 1 В , С , образованной с теми же берегами канала пря- 
мыми I и і[ (легко видеть, что Сі-ОіОС можно поместить внутрь; 
С\о\[/ с'}, а последний, как нетрудно видеть, равен С[й\ = 
= 2 У~2 + 2. Этим и доказывается, что ветка диаметра й >2 У 2 + 2 
проплыть по каналу не сможет (ибо она не поместится внутри 
трапеции СіВі-ОСІ). 

82. а) п = 2,3. Ясно, что система двух или трех точек, рас- 
стояние между каждыми двумя из которых не меньше 1, имеет 
диаметр ^ 1: если расстояние между двумя точками, или все по- 
парные расстояния между тремя точками, равны 1, то диаметр си- 
стемы точек равен 1 . 

б) п = 4. Четыре точки на плоскости или являются вершинами 
выпуклого четырехугольника (рис. 143, а) или три из них образуют 
треугольник, внутри которого расположена четвертая точка 


’) Вот еще одно доказательство этого: ясно, что наименьший 
угол, на который может повернуться отрезок АВ, не меньше изо- 
браженного на рис. 142, г угла р = 90° — 2а, а 


зіп В = соз 2а = 1 — 2 зіп 2 а > 1 — | == 

І2К2 + 2 
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(рис. 143,6). В первом случае хотя бы один из углов четырехуголь- 
ника, скажем угол А 1 А 2 А 3 , будет не меньше 90°. Отложим на сто- 
ронах А 2 Аі и А г А а этого угла отрезки А 2 А \ — А. 2 А 3 = 1; тогда А\а ' 3 
<Л,И 3 . Но если А 2 А[ = А 2 А ' 2 = 1 и ^ а[А 2 А' 3 ^Ж, то л'А^У 
(теорема о третьих сторонах двух треугольников с двумя соответ- 
ственно равными сторонами); поэтому и А,А 3 ^УІ!. Таким обра- 
зом, в этом случае диаметр нашей 
системы четырех точек не меньше 
чем У 2 — 1,41 . . . 

Если четыре точки Аі, А г , Аз, Л 4 
расположены так, как изображено 
на рис. 143,6, то хотя бы один из 
углов А,А а А 2 , АгАіАз, А 3 АіА и не 
меньше 120°. Отсюда в точности, как 
выше, заключаем, что в этом случае 
диаметр системы уточек не меньше 
У 3 = 1,73 ... (У 3 есть основание 
равнобедренного треугольника с бо- 
ковыми сторонами 1 и углом при 
вершине в 120°). 

Итак, во всех случаях диаметр 
системы точек не меньше У 2 = 

= 1,41 диаметр в точности ра- 
вен У 2 в том (и только в том) 
случае, когда точки расположены в 
вершинах квадрата (рис. 143, в). 

в) п = 5. Пять точек на плоско- 
сти являются вершинами выпуклого 
пятиугольника (рис. 144, а), или 
четыре из них образуют выпуклый 
четырехугольник, внутри которого 
расположена пятая точка (рис. 

144,6), или три точки образуют тре- 
угольник, внутри которого заключе- 
ны остальные две точки (рис. 144, е). 

Рассмотрим последовательно все эти 
случаи. 

Если пять точек образуют выпуклый пятиугольник, то хотя бы 

(5-2) • 180° \ 



Рис. 143. 


(■ 


один из углов пятиугольника не меньше 108° 

Если, например, /. А^АзАз ^ 108°, то, повторяя почти дословно рас- 

1 4 - У 5 

суждения решения задачи б), мы докажем, что А^А 3 ^ — — = 

= 1,61 .. . ^ ^ = 2 віп 54°есть основание равнобедренного тре- 
угольника с боковыми сторонами 1 и углом при вершине в 108°). 
Таким образом, в этом случае диаметр системы точек не меньше 

4±р-,, 61 .... 
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мі А 


Если пять точек расположены так, как это изображено на 
рис. 1 44, б. то диаметр системы точек тоже не может быть меньше 

1+Ѵ5 

2 

Действительно, из четырех углов ЛіЛ 5 Л 3 , Л 2 Л 5 Л 4 , Л 3 Л 5 Лі и 
Л4Л5Л2 *) по крайней мере два не превосходят 180“; пусть это бу- 
дут, например, углы АіА^А). и Л2Л5Л4. В таком случае сумма трех 





Рис. 144. 

углов Л1Л5Л3, Л2Л5Л4 и Л4Л5Л1 будет больше 360° (она будет пре- 
восходить 360° на величину угла Л 2 Л 5 Л 3 ). Следовательно, хотя бы 
один из этих углов больше 120°; пусть это будет, например, угол 

Л1Л5Л3. В этом случае Л^з > У 3 = 1,73 .. . > - 1 (ср. с ре- 

шением задачи б)). 

Если, наконец, пять точек расположены так, как это изобра- 
• жено на рис. 144,8, то опишем вокруг всех пяти точек круги ра- 
диуса 1/2; очевидно, никакие два из них не пересекутся. Далее, 
если, например, круг с центром в точке Л 4 пересекает сторону ЛіЛ 2 
треугольника ЛіЛ 2 Л 3 , то длины отрезков А І Р и АгР, где Р есть 


‘) Здесь, например, /. ЛіЛ 5 Л 3 есть угол, на который надо по- 
вернуть Л 5 Л| вокруг Лз в направлении по часовой стрелке, 
чтобы совместить его со стороной Л 5 Л 3 угла; таким образом, углы 
Л1Л5Л3 и Л3Л5Л1, вообще говоря, не равны: 

/. Л[Л 5 Лз + ДЛ 3 Л 6 Л, = 360 °. 
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проекция Л 4 на АіА 2 , не меньше 

= Ѵа х а\-а^ > у 1-1 


Ѵ± 

4 { 


действительно, А^Р-- 


нбо Л,Л 4 ^ 1, А^Р < — 


+ Ѵ5 


Таким образом, в этом случае АіА 2 > V 3> 

Если же ни один из кругов с центрами во внутренних точках Л 4 и 
Аъ не пересекает сторон треугольника АіА 2 А 3 , то площадь А,А 2 А 3 

(внутри треугольника помещаются два 


больше 2 


1(ІГ= 


8 


круга радиуса 1/2 и три сектора, сумма центральных углов которых 
равна 180°). С другой стороны, хотя бы один из трех углов тре- 
угольника А,А 2 А з не превосходит 60°; пусть, например, ^ ЛИ 2 Л 3 <; 
^ 60° и, скажем, А,А 2 А 2 А 3 . В таком случае 

А,А] V ' 3 


У Л,Л,А 3 -- 


И значит, 


- Л,Л 2 • А 2 А 3 віп А А у А 2 А 3 — Л 2 Лз віп 60 


а 2 а\ V 3 


> 


2 

5я 


откуда вытекает, что 
А 2 А з 


У 2^3 У 3,5 


V 5 


Итак, во всех случаях диаметр системы не меньше 


I + К 5 


. й. 1 + У 5 

= 1,61 диаметр в точности равен ^ в том ( и только в 

том) случае, когда точки расположены в вершинах правильного 
пятиугольника (рис. 144, г). 

[Во всех случаях п = 2, 3, 4, 5 наиболее выгодным в смысле 
настоящей задачи расположением п точек, оказывается то, при 
котором точки расположены в вершинах правильного «-угольника 
(«правильный 2-угольник» — это отрезок); однако при л >5 дело 
будет обстоять уже не так (см., в частности, рис. 34, а, б на 
стр. 71).] 

83. а) Опишем вокруг каждой из наших п точек круг радиуса 

так как шіп АіА] = р (где і, / = 1, 2 л), то эти круги 

не пересекаются. Опишем далее круг с центром в одной из наших 

точек (какой угодно) радиусом 1 + -^-; так как концентрический 

с ним круг радиуса 1 содержит все наши точки (ибо тахЛіЛ 4 = 1), 
то наш больший круг наверняка содержит все построенные ранее 

круги радиуса-^-. Таким образом, мы видим, что я. попарнб не 


• пересекающихся кругов радиуса 


целиком содержатся в круге 
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П, 

радиуса 1+—. Сравнивая теперь площадь большого круга с об- 
щей площадью содержащихся внутри малых кругов, получаем 


л ( 1 + т) 2> " л (у) 2 ’ 


откуда 


и значит, 


У п- 1 V п- 1 / 


( 1 ). 


б) Использовав те же самые рассуждения, что и выше, но за- 
менив содержащий все наши точки круг радиуса 1 на (также со- 

- і/"з 

держащий все точки!) круг радиуса (см. задачу 93 6) ниже), 

получим 


откуда 

__ 2 _ГЗ_ ( 2 УЗ (У~п 4- ОА 

^ 3 — 1) V 3 (п — 1) 1 


(2) 


Примечание. Оценки (1) и (2) не являются точными и 
дают лишь весьма грубое представление об истинных значениях 
интересующих нас величин. Использованные в решении задачи 
соображения позволят получить и несколько лучшие оценки. Так, 
например, заменяя фигурирующий в решении задачи 88 «круг 

у 3 іЛз 

Юнга» К радиуса — =— «шестиугольником Пала» со стороной -■ — 

о о 


(площадь этого шестиугольника Ш равна , а периметр равен 

2 у З; по поводу круга К и шестиугольника Ш см. задачу 93 и 
относящийся к ней текст) и учитывая, что площадь «внешней па- 
раллельной оболочки ширины Іі» фигуры Р площади 5 и перимет- 
ра Р равна 5 + РР + я к 2 (ср. с решением задачи 77 6)), мы вместо 
использованных выше соотношений получим следующее: 


і^- + Ѵ Л Зц + я(-|-) 2 > /г я(Ь) 2 , 

откуда 

тс(п- 1) Ц 2 — 4 ]/"3 ц — 2 О, 

т. е. 

. ^ 2 У1 + ]/і2 + 2 У~3 п (п — 1) 
^ я(я- 1) * 


( 3 ) 


Наконец, если учесть еще и то, что расположенные внутри выпук- 
лой фигуры Р равные непересекающиеся круги покрывают заведома 
л \ ^ 3 

меньше чем долю — ^ — от полной ее площади Р (по поводу этого 
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важного результата см., например, § 4 гл. III книги Л. Фейеш 
Тот [24]), то последний результат можно усилить так: 

и у ' Г V" 3 


откуда 


т. е. 


(бп — л У З) ц 2 — 12ц — 6<0, 
„ - 6 + Ѵ^зб + 6 (бя — я |/~3) 


6я — • я У 3 


( 4 ) 


Заметим еще, что все формулы (1) — (4) показывают, что с 

ростом п величина ц(я) убывает примерно как — * . из (1) вы- 

М ' 

текает следующая «асимптотическая» (т. е. справедливая при боль- 
ших п) формула: 

(Г) 
У « 


(ее «асимптотический» характер определяется тем, что при п боль- 
шом /,(«) = — ^ ~ — %=■ в том смысле, что Игл ^ п }_ = Л. 

п ~ 1 УН п-+«,2/Уп Г 

Аналогично этому, формулы (2) — (4) приводят к следующим «асимп- 
тотическим» формулам: 


Ия)< 

И (п)< 

Н(л)< 


2^3 1 

3 Уп 
У 2 У!п 

Л 


(« 1,155 У п)- } 


~ (« 1,05 

У п 


1 

Ѵ~П 


( 2 ') 

( 3 ') 

(4') 


84. а) Ясно, что диаметр рассматриваемой ломаной не может 
быть меньше 1. Нетрудно видеть, что при п = 3 и п = 5 он может 
равняться 1 — примерами могут служить правильный треуголь- 
ник со стороной 1 (рис. 145, а) и правильная пятиугольная звезда 
(«правильный звездчатый пятиугольник» — рис. 145, в; заметьте, что 
при п = 3 диаметр ломаной обязательно равняется 1) 

Рассмотрим теперь 4-звенную ломаную АВСО. Так как Д АВС 
и ДАОС равнобедренные и имеют общее основание АС и одина- 
ковые боковые стороны (они =1), то (поскольку по условию за- 
дачи точка В не совпадает с О) эти два треугольника расположены 
по разные стороны от их общего основания АС, т е четырех- 
угольник АВСй — ромб. 

Диаметр ромба /? = А1А2А3А4 со стороной 1 равен длине наи- 
большей диагонали: эта диагональ будет короче всего, если наи- 
больший угол ромба имеет наименьшую возможную величину 90° 
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(если реализуется шіп тахЛ<), т. е. если ромб обращается в ква- 
Н і 

драт (рис. 145,6); в этом случае диаметр ромба равен V 2. 

При п = 6 рассмотрим «двузубец» АВСИЕ, где АВ = ВС = 
= СО == ИЕ — 1 ; на «основании» АЕ «двузубой пилы» по ту же 
сторону от АЕ, что и сама «пила», построим равнобедренный 




В) 


г) 


Рис. 145. 


А ЛЕЕ, где АЕ = ЕЕ = 1 (рис. 146, а). Ясно, что если АЕ очень 
мало, то диаметр построенный ломаной АВСБЕЕ будет очень бли- 
зок к 1 — 'его можно сделать сколь угодно близким к 1, если 
выбрать АЕ = б достаточно малым. А так как 1 диаметр 6-звенной 
ломаной равняться не может (см. ниже решение задачи б)), то 
наименьшего значения диаметра 6-звенной ломаной вообще н е 
существует (хотя диаметр и может быть сколь угодно 
близок к 1). 

б) Ясно, что при любом нечетном п диаметр я-звенной ло- 
маной может равняться 1; соответствующие примеры доставляют 
правильный треугольник при п = 3 и правильный звездчатый 
я-угбльник при п > 3 (см. рис. 145, а, на котором п — 7). Докажем 
теперь, что если диаметр 1(п) п-звенной ломаной, все звенья кото- 
рой равны 1, тоже равен 1, то п обязательно нечетно. 



а) 



>гт-І 


Рис. 146. 


Пусть АВ и СО — два несоседних звена ломаной, удовлетво- 
ряющей условиям задачи (где я > 3); мы утверждаем, что СО 
пересекает АВ. 

Действительно, если 1(п) = 1 , то обе точки С и О лежат внут- 
ри двух кругов радиуса 1 с центрами А и В, т. е. принадлежат 
«линзе», образованной в пересечении этих кругов. Отсюда сразу 
следует, что С п О лежат по разные стороны от А В, ибо если С 
лежит по какую-то определенную сторону от А В, то все остальные 
точкц рассматриваемой «лин- 
зы», расположенные по ту же 
сторону от АВ, что и С, уда- 
лены от С меньше чем на 1 
(сделайте чертеж!). А так как 
А В есть «поперечник» линзы, 
разбивающий ее на две части, 
то СО пересекает А В. 

Рассмотрим теперь две по- 
луплоскости Рі и Р г , на кото- 
рые разбивает плоскость пря< ^ 
мая какого-либо звена А,А^ і 
нашей ломаной А,А г ...А п 
(рис. 145, г). Пусть точка Л 3 
лежит в полуплоскости /\. То- 
гда Л 4 лежит в полуплоскости 
Рі (ибо А 3 А 4 пересекает Л іЛ 2 ) ; 
точка Л 5 лежит в полуплоско- 

сти Р| (ибо Л 4 Л 5 пересекает Л]Л 2 ); точка А 3 лежит в полуплоско- 
сти Рі (ибо Л 5 Л 6 пересекает ЛіЛ 2/ ), и т. д., т. е. все вершины ломаной 
с нечетными номерами (кроме Л і ) лежат в полуплоскости Р і, а все 
вершины с четными номерами (кроме Л 2 ) — в полуплоскости Р 2 . Но 
звенья Л 2 Лз и ЛіЛ„ ломаной пересекаются; отсюда следует, что точ- 
ки Лз и Л„ лежат в одной и той же полуплоскости. Следовательно, 
п нечетно, что нам и требовалось доказать. 

Нетрудно видеть далее, что при любом четном п = 2 ш ^ 6 
диаметр 1(п) ломаной может быть сколь угодно близок к 1: для 
того чтобы убедиться в этом, достаточно рассмотреть «(т — 1 )-зу- 
бую пилу» Л [Л 2 . . . Л 2т _,, подобную изображенной на рис. 146, 6 и «за- 
мыкающую» ее двухзвенную ломаную Л 2 т-іЛ 2 т Л,, где Л 2 т _,Л 2 ,„ = 
— Л 2т Лі = 1 ; ясно, что при достаточно малом ЛіЛ 2т _і диаметр 
построенной таким путем ломаной ЛіЛ 2 . . . Л 2 т _іЛ 2т будет сколь 
угодно близок к 1 . 

Таким образом, если 1(п) есть диаметр я-звенной ломаной, 
удовлетворяющей условию задачи, то 

тіп / (я) = 1 при всех нечетных я ^ 3 ; 

Ш I (я) =1 (но тіп I (л) не существует ')) при всех четных 
я >4, но неожиданным образом 

тіп I (4) = У 2. 

85. а) Очевидно (ибо условию задачи удовлетворяет лишь пра- 
вильный Д А,А 2 А 3 ). 

б) Ясно, что каждые две точки разбивают периметр рассматри- 
ваемого четырехугольника на две части, длина хоть одной из 


') Ср. выше, стр, 16—17, 
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которых ^ 2; отсюда вытекает, что диаметр четырехугольника 
А( 4) <2 (А( 4)) =2 для «вырожденного» четырехугольника, все 
стороны которого принадлежат одной пря_мой). С другой стороны, 
в силу решения задачи 84 а), А(4)^\А2 (А (4) = У 2 только в 
том случае, если рассматриваемый четырехугольник — квадрат). 

в) В силу результата задачи 82 в) диаметр А(5) _выпуклого 

* I + Ѵ^5 . . ... 

пятиугольника не может быть меньше диаметра ^ (*» 1,61) 

правильного пятиугольника 

вильного пятиугольника) . С другой стороны, так как все диагонали 
рассматриваемого пятиугольника А\А 2 АзАьАъ меньше 2 (например, 
АіА 3 < АіА г + АгА з = 2), то <і(Ъ) <2 (ср. с задачей 78; А( 5) —2 
для вырожденного «пятиугольника», три соседние вершины которо- 
го принадлежат одной прямой). 

г) Так как каждая диагональ шестиугольника АіАгАзА^АзА» 
всегда 3 (например, А,Аі < ЛіЛ 2 + А 2 А$ + Л 3 Л 4 = 3), то его 
диаметр А( 6) всегда ^3 (А (6) = 3 для вырожденного «шестиуголь- 
ника», все вершины которого принадлежат одной прямой). Слож- 
нее найти наименьшее возможное значение сі( 6) диаметра вы- 
пуклого равностороннего шестиугольника со сторонами длины 1. 

Рассмотрим равносторонний треугольник ЛіЛ 3 Л 5 со стороной А. 
Проведем из .каждой его вершины как из центра дугу, соединяю- 
щую две другие вершины (рис. 147, а). Середины дуг ЛіЛ 3 , Л 3 Л 5 н 


и А (5) = 


\ + Ѵ1> 


только для пра- 




Рис. 147. 


Л 5 Лі обозначим соответственно через Л 2 , Аі и Л«; в таком случае 
АіАгАзАіАзАе есть выпуклый шестиугольник, все стороны которого 
равны между собой. Так как дуга ЛіЛ 3 равна 60°, то А Л 3 ЛіЛ 2 = 


= — = 15°; отсюда легко выводится, что А ЛвЛіЛ 2 = 60° + 2- 15°= 

5 = 90° и А Л ( Л 2 Л 3 — 180° — 2'15° = 150°. Таким образом, у шести- 
угольника Л|Л 2 Л 3 Л 4 Л 6 Лв чередуются углы" 90° и 150°. Из того, что 
А Л 6 ЛіЛ 2 = 90°, А АіА 2 Аз — 150°, заключаем: А в А 2 < АіА 3 — А; 
отсюда следует, что диаметр шестиугольника АіАгАзАіАзАв равен А 
(А равны диагонали ЛіЛ 4 , Л 2 Л 5 , Л 3 Л«, ЛіЛ 3 , Л 3 Л 5 и Л 5 Л 1 этого 
шестиугольника). Предположим теперь, что стороны шестиугольни- 
ка равны 1; в таком случае диаметр А равен 2зіп75 0 = 1,93... По- 
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кажем теперь, что никакой шестиугольник со сторонами длины 1 не 
может иметь меньший диаметр. 

Пусть ВіВгВзВіВъВц есть какой-то выпуклый шестиугольник, 
все стороны которого равны 1 (рис. 147, б). Так как сумма всех 
углов шестиугольника равна 180°(6 — 2) = 720°, найдутся два со- 
седних^ угла шестиугольника, сумма которых не меньше чем 

- — о = 240°; пусть, например, В 2 и В 3 — такие углы. Если при 

этом хотя бы один из углов В 2 , В 3 больше 150°, то диагональ, со- 
единяющая вторые концы сторон, сходящихся в этом углу, будет 
больше чем 2-зіп75°. Докажем, теперь, что если Д Вг ^ 150° и 
Д В 3 < 150°, то В \В\ 2 зіп 75°. 

Д В 2 


= 90°- 


Из треугольника В,В 2 В 3 находим В,В 3 = 2 зіп 
^ В 2 


В 2 В 2 Ві — 


и, следовательно, 


-(■ 


В\ВіВ а — ( /. В$ + 


/. В 2 


)- 


90° 


Теперь по теореме косинусов из треугольника В Х В 3 В 4 имеем 
В,В 4 = В 3 В] + В { В\ - 2 В 3 В 4 • В,В 3 соз Д В,В 3 В 4 = 

■=1 + 4 зіп 2 -у- — 4 зіп -у- соз [(в. + -у-) — 90° | = 

= 1 - 4 зіп -у- [зіп [Вз + - зіп -у^ = 


= 1 — 8 зіп —— зіп соз ■ 


= 1 + 8 зіп -у- зіп 


Таким образом, расстояние В]В 4 будет наименьшим, когда выра- 

. В 2 . В% I Во + Вз 
жение зіп - зіп I зіп - 2 ^ 3 


Воспользуемся тем, что 

. В г . Во 1 / 
зіп 2 51П 2 2 ( 


4 зіп ( Вг+В 

найме* 

— 90° | будет 


3 90°). 


наименьшим. 


В% — В$ В2 “I - В з 

СОЗ — 1 — соз — — 5 


)■ 


Следовательно, при заданной сумме ДВ 2 +<^В 3 = а (по условию 
сг ^ 240°) выражение зіп зіп — ~ будет тем меньше, чем больше 

будет по абсолютной величине разность /.В 2 — Дй 3 . Но по усло- 
вию ни один из углов В 2 , Вз не превосходит 150°; поэтому при за- 
данной сумме о выражение зіп -у- зіп -у- (следовательно, и 
. В 2 Во . /Во + В, \ 

8Ш ~ 2 ~ 8‘п — 2 ~ зіп I ^ 90 1, — а значит, и длина В 3 В 4 ) будет 

наименьшим, если Л В 2 == 150° или /В 3 = 150°, 
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Предположим теперь, что /. В 2 — 150°, /. В 3 = о — 150°. В та- 
ком случае имеем 

В,в2 = 1 + 8 віп 75° 8Іп (у - 75°) 8Іп (у - 90°). 

Но заметим теперь, что в шестиугольнике А,А 2 АзА 4 АъА е 
(рис. 147, о) /. А г = 150° и /. Аг + /. Аз = 240°; поэтому 

А Х А\ = 1 +88іп 75° 8Іп (120° — 75°) 8Іп (120° — 90°). 

Из сравнения выражений для В Х В\ и А { А\ непосредственно сле- 
дует, что В,В 4 ^А,А 4 = 2 зіп 75° (ибо 240°; следовательно, 
зіп |у - 75°) > зіп (120° -75°), 8іп (у - 90°)> зіп (120° - 90°)); 

при этом В і В 4 = А 1 А 4 только в том случае, если /. В 2 = А. А 2 , 
/. В$ = /. А^. 

Таким образом, мы заключаем, что ни один выпуклый шести- 
угольник со сторонами длины 1 не имеет диаметра, меньшего 
2 віп 75° = 1,93...; диаметр шестиугольника равен 2 зіп 75° в том 
(й только в том) случае, когда шестиугольник имеет вид, изобра- 
женный на рис. 147, а. 

В заключение заметим еще, Что, очевидно, 

40 ° 

2 зіп 75° = 2 соз 15° = 2 соз -у- = 

1_ , /~ ■ , / 3 

= 2/ 1+7 3 °° = 2 V —2--/І + 71 

86. а) Ясно, что для площади 5 й периметра Р треуголь- 
ника АВС диаметра 1 (треугольника, наибольшая сторона кото- 
рого равна 1; ср. задачу 78 а)) справедливы неравенства 

1/3 

0<5<-?у- (к* 0,433) и 2<Р<3 

(В = 2 в «вырожденном» случае, когда вершины треугольника 
принадлежат одной прямой, и Р = 3, если все стороны треуголь- 
ника равны 1, т. е. если треугольник равносторонний ; 5 = 0 в 
«вырожденном» случае, когда все вершины треугольника принад- 

іГз 

лежат одной прямой, и 5 = — у, когда треугольник АВС равно- 
сторонний — ср. с задачей 74 а)). 

0) Площадь 5 и периметр Р четырехугольника АВСИ 
диаметра 1, т. е. четырехугольника, наибольшая сторона или наи- 
большая диагональ которого равна 1 (см. задачу 78а)), удовлетво- 
ряют неравенствам 

0<5<у=0,5 и 2<Я<4. 

В самом деле, ясно, что 5 > 0, причем 5 может быть сколь угодно 
близко к нулю (равенство 5 = 0 достигается для «вырожденного» 
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четырехугольника, все вершины которого принадлежат одной пря- 
мой). С другой стороны, учитывая, что в нашем случае АС 1 и 
ВО ^ 1, из формулы 

В АБСО = 4" АС ‘ ВС • зіп а 

(где ос — угол между диагоналями четырехугольника; ср. с реше- 
нием задачи 45а)) — рассмотрите отдельной случай выпуклого и 
случай невыпуклого четырехугольника АВСО), получаем 

5 1 * 2 .зіпа<^-, 

где равенство достигается лишь в том случае, когда АС = ВО = 
— 1 и а = 90°. 

Далее ясно, что если диаметр четырехугольника АВС О равен 1, 
то ни одна его сторона не может превосходить 1; поэтому 

Р< 4, 

причем Р может быть сколь угодно близко к 4: достаточно лишь 
предположить, что треугольник АВС равносторонний со стороной 1, 
а вершина О (невыпуклого) четырехугольника АВСО достаточно 
близка к вершине В. 

С другой стороны, если расстояние между двумя точками М 
и Ы четырехугольника равно 1, то длина каждой из двух ломаных, 
на которые делится контур многоугольника точками Л1 и Ы, не 
меньше 1, и значит, 

Р> 2; 

при этом периметр АВСО может быть сколь угодно близок к 2, 
если только все вершины четырехугольника достаточно близки к 
прямой МЫ •). 

в) Неравенства 

и Р> 2 

сохраняют силу и для выпуклого четырехугольника АВСО-, од- 
нако задача определения наибольшего возможного значения пери- 
метра выпуклого четырехугольника АВСО диаметра 1 (т. е. задача 
об отыскании выпуклого четырехугольника АВСО диаметра 1 и 
наибольшего возможного периметра) является довольно слож- 
ной. Решение этой задачи мы расчленим на ряд шагов. 

1°. Диаметр МЫ выпуклого четырехугольника АВСО всегда 
совпадает с наибольшей диагональю или с наибольшей стороной 
четырехугольника, т. е. равен наибольшему из шести отрезков А В, 
ВС, СО, ОЛ, АС и ВО (см. задачу 78 а)). Докажем теперь, что для 


*) Аналогично можно показать, что, скажем, периметр Р пяти- 
угольника АВСОЕ диаметра 1 удовлетворяет неравенствам 

2 < Р < 5, 

йричем Р может быть сколь угодно близко и к 2 и к 5. 
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любого выпуклого четырехугольника диаметра 1 и периметра Р 
найдется либо треугольник того оке диаметра 1 и периметра ^ Р, 
либо выпуклый 'четырехугольник диаметра 1 и периметра ^ Р, у 
которого обе диагонали и по крайней мере одна сторона равны 1 . 

Рассмотрим случай I: отрезок длины й = 1 есть сторона 
АВ четырехугольника ЛВСД (рис. 148). Если АС < й, то будем 



поворачивать сторону ВС вокруг точки В так, чтобы угол АВС уве- 
личивался до тех пор, пока либо четырехугольник АВС'О (прежде 
чем станет невыпуклым) выродится в треугольник (рис. 148, а), 
либо выполнится равенство АС = 1 (рис. 148,6). Как мы покажем 
дальше, в обоих случаях 

\>ОС >ДС, (.) 

откуда будет следовать, что диаметр (быть может, «вырожденного») 
четырехугольника АВС'О по-прежнему равен 1; нетрудно видеть, 
что периметр его > Р. 

Если АВС’О — четырехугольник с диагональю АС = Л 
(рис. 148,6), то, поворачивая сторону АО аналогично тому, как мы 
это делали ранее со стороной ВС, можно будет, не уменьшая пери- 
метра Р, прийти либо к четырехугольнику АВС'О', выродившемуся 
в треугольник, либо к четырехугольнику АВС'О', у которого ВО' = 
= й. Таким образом, для того чтобы доказать для случая 1 сфор- 
мулированное выше утверждение, достаточно убедиться в справед- 
ливости неравенства (*). 

2°. Докажем сначала, что 

ДС' > ДС. 

Для 'этого достаточно показать, что Д ДСС' = Д О СВ -(- Д ВСС 
заключен в пределах от 90° до 270°. Так как четырехугольник ЛВСД 
выпуклый, а треугольник ВСС равнобедренный, то 

Д ДСВ < 180°, Д ВСС < 90°, 

откуда Д ДСС' < 270°. Далее, в ААСВ сторона АВ = 1 является 
наибольшей, и поэтому Д АСВ > 60°, а значит, и подавно Д ДСВ > 
>60°. Но в А АСВ (рис. 148,6; рассмотрите сами более простой 
случай рис. 148, а) также АС — АВ, и поэтому Д АВС < 90°, а 
значит, и подавно Д СВС < 90°, откуда Д ВСС > 45°. 

Итак, 

Д ДСС' = Д ДСВ + Д ВСС' > 60° + 45° = 105° > 90°. 
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Докажем теперь, что ДС' ^ 1. Пусть О — точка пересечения 
АС и ВД; тогда 

ДС'+ 1=ДС' + ЛВ< (ДО + ОС') + (ЛО + ОВ) = ЛС' + ВД<2, 

что завершает доказательство неравенства (»). 

3°. Перейдем теперь к случаю II: отрезок длины сі = 1 есть 
диагональ АС четырехугольника ЛВСД (рис. 149). Пусть АВ — 




Рис. 149. 


та кая сторона четырехугольника, что сумма углов четырехугольника 
АВСБ, прилежащих к АВ, не превосходит 180°: 

. ^ ВЛД + ^ АВС < 180°. 

На продолжении отрезка АВ за точку А возьмем некоторую близ- 
кую к А точку А' и построим СС # АА'; при этом А’С = АС. Бу- 
дем увеличивать отрезок АА' до тех пор, пока либо одна из сто- 
рон четырехугольника Л'ВС'Д не станет равной 1 (рис. 149, а), 
либо четырехугольник Л'ВС'Д (прежде чем стать невыпуклым) пре- 
вратится в треугольник (рис. 149,6). Диаметр построенного четы- 
рехугольника по-прежнему, очевидно, равен 1; покажем, что его 
периметр ^ Р. Отложим А В' # СВ; тогда 

г: В'АВ + ^ ВЛД = гС АВС + ^ ВЛД < 180°, 

откуда следует, что ломаная В'Л'Д объемлет ломаную В'ЛД. По- 
этому 

ВС + ЛД = В' А + ЛД < В' А' + Л'Д = ВС' + Л'Д; 
кроме того, 

СД < СС' + С'Д = АА' + С'Д. 

Из этих двух неравенств получаем 

АВ + ВС + СО + ОА^АВ + АА' + С'Д + ВС' + Л'Д = 

= ВЛ'+ВС' + С'Д + Л'Д, 

что нам и требовалось доказать. 
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Итак, мы убедились, что периметр Я' четырехугольника А' ВС О 
не меньше периметра Я четырехугольника АВСО с тем же диамет- 
ром. При этом либо четырехугольник А'ВС’О вырождается в тре- 
угольник, либо у выпуклого четырехугольника А'ВС'О одна из сто- 
рон равна его диаметру. Тем самым мы снова приходим к случаю I, 
который был разобран выше. Таким образом, вместо всевозможных 
четырехугольников диаметра 1 мы можем теперь ограничиться лишь 
вырожденными «четырехугольниками» ( треугольниками ), у которых 
Я^З (см. задачу а)), и такими четырехугольниками АВСО у ко- 
торых 

АВ = АС = ВО = 1. 

4°. Пусть для определенности ВС^йА (рис. 150). На старо- 
не А В как на основании построим по ту же сторону от А В, что и 
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четырехугольник АВСО, равносторонний треугольник АВС (со сто- 
роной 1). Покажем, что 

ОС + С'В^ОС+СВ, (.,) 

т. е. что четырехугольник АВС'О при том же диаметре имеет не 
меньший периметр, чем четырехугольник АВСО. 

Покажем сначала, что ./ С'СО > ^ С'СВ, где точка С" ле- 
жит на продолжении С'С за точку С. Построим окружность ВСС 
с центром А и радиусом I; пусть прямая СО второй раз пересекает 
эту окружность в точке К. Так как 1 = ВС > ВС > ОА (и точки 
В, С , С , соответственно А, О, С', принадлежит двум равным дугам 
окружностей радиуса I с центрами А, соответственно В), то точ- 
ка О лежит не дальше от прямой АВ, чем точка С, а С — не даль- 
ше, чем С'\ поэтому ~/(С' > ''ЯС' = 60° =~С'В, где РС'\\АВ\ от- 
сюда и следует, что 

^ с'со = ±-''кс'>±~с'в= г с" св. 

Из этого неравенства вытекает, что биссектриса МСЫ угла 
В СВ (точка В лежит на продолжении ОС за точку С) лежит внут- 
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ри угла С'СО, и следовательно, пересекает отрезок С В в некоторой 
точке С. Если СВ' — СВ, то также СВ' = СВ, и значит, 

РС + СВ = йС + С С + СВ = йС + С С + СВ' > Пб' = 

= РС + СВ' = ОС + СВ, 

что и доказывает неравенство (**). 

Таким образом, далее мы можем ограничиться такими четырех- 
угольниками АВСй, у которых 

АВ — ВС — АС = 60 = 1 . 

5°. В случае, когда выполнены последние условия п. 4°, верши- 
ны А, В и С четырехугольника АВСй образуют равносторонний 
треугольник со стороной 1 , а вершина й принадлежит дуге АС 


О / Г 



окружности радиуса 1 с центром В (рис. 151, а). Пусть Р ' — се- 
редина дуги АС, т. е. ''Ай' ='~’й'С. Покажем, что 

АР’ + Сй' >АИ + СЭ, (...) 

т. е. что четырехугольник АВСй' при том же диаметре 1, что и 
АВСй, имеет не меньший чем АВСР, периметр. 

В самом деле, если Р лежит на продолжении Р'Р за точку Р, 
то 

^ РИА = 180° - ^ АРР' = у -АРР' = у ^ Р'РС. 

Но, как хорошо известно, если Р 0 есть та точка прямой РР, кото- 
рая имеет наименьшую сумму расстояний до заданных точек А 
и С, расположенных по одну сторону от Яф/го ^ АР 0 Р — ^ СД 0 <?. 
(Это следует из того, что если точка А симметрична А относитель- 
но прямой 6С2, то для всех точек Л4 прямой имеем АМ + СМ '== 
= АМ + СЛ4, а наименьшую сумму расстояний до точек Л и С 
имеет точка й 0 пересечения Я<2 с отрезком АС, для которой как 
раз /. Ай 0 Р = /С СД)<Э; см. рис. 151, б.) Поэтому точка Д> совпа- 
дает с Р, — откуда и следует неравенство (***). 

Окончательно получаем 

6-4 + АР + РС + СВ < ВА + АР' + Р’С + СВ. 
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Подведем итоги. Мы видим, что четырехугольник АВСй, для 
которого отношение периметра Р к диаметру сі — 1 максимально, 
характеризуется условиями 

ЛВ = ВС = ЛС = ВО = гі(= I); ЛО = ОС. 

Периметр Р такого четырехугольника АВСй' (см. рис. 151, а), оче- 
видно, равен 

АВ + ВС + Сй' + О’ А = 2 АВ + 2ЛО' = 2 + 4 зіп 15° = 

= 2+Кб-Ѵ л ~2>3; 

неравенство Р > 3 доказывает, что встречавшимися нам в процессе 
деформации исходного четырехугольника случаями, когда он «вы- 
рождался», обращаясь в треугольник, можно пренебречь: ведь 
для треугольника диаметра 1 всегда Р ^ 3. Таким образом окон- 
чательно мы получаем следующую (точную!) оценку для перимет- 
ра Р выпуклого четырехугольника АВСй диаметра 1 : 

2<Р<2 + /1-)/ г 2 («3,03). 

Периметр Р = 2, когда «четырехугольник» вырождается в отрезок; 
периметр Р — 2 + 6 — У~2 имеет только построенный в процес- 

се решения задачи ромбоид (четырехугольник с двумя парами рав- 
ных соседних сторон) АВСр', две равные стороны которого и 
большая из диагоналей (она является осью симметрии ромбоида) 
равны 1. 

87. а) Доказательство мы проведем методом математи- 
ческой индукции. Ясно, что число наибольших из отрезков, по- 
парно соединяющих три точки, не может быть больше трех (ведь 
здесь общее число отрезков равно трем!). Предположим теперь уже 
доказанным, что наибольшую длину из числа отрезков, попарно 
соединяющих заданные п — - 1 точек плоскости, могут иметь не более 
чем п — 1 отрезков; докажем, что в таком случае наибольшую 

длину из числа С 2 п = ^ — — отрезков, попарно соединяющих 

заданные п точек Аі, Л 2 , ... , Л„ плоскости могут иметь не более 
чем п отрезков. 

Проведем все диаметры нашей системы из п точек плоскости. 
Если из каждой из точек А *, Л 2 , ..., Л„ исходят не более двух 
диаметров, то, считая эти диаметры «по концам», мы получим чис- 
ло 2п; но при этом каждый диаметр засчитывается дважды (ибо 
он соединяет две точки!); поэтому общее число диаметров не пре- 
восходит щ- • 2 п = п. Таким образом, нам остается рассмотреть 

лишь тот случай, когда, скажем, из вершины А , исходят три диа- 
метра АіАі, АіА і и ЛИ* (и, может быть, какие-то еще диаметры 
нашей системы точек) *). 

Так как АіАі = АіА) = Л 4 Л А = 1, а Л,Л*. ЛіЛ/,, Л 2 Л а < 1, то 
ни один из углов ЛіЛіЛ^, Л ( ЛіЛ* ,, Л,- ЛИ/, не превосходит 60°; пусть 
Л,ЛіЛ,- — наибольший из этих трех углов, т. е. пусть отрезок 


*) Заметим, что только при разборе этого более сложного слу- 
чая мы воспользуемся сделанным ранее «индуктивным предполо, - 
жением», касающимся числа диаметров совокупности из л — 1 точки. 
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Ах Ак проходит внутри (острого) угла АхАхАі (рис. 152). Так как 
диаметр нашей системы точек равен 1, то все точки принадлежат 
заштрихованному на рис. 152 криволинейному треугольнику Г, об- 
разованному пересечением трех кругов Кр і, Крі и Кр) радиуса 1 
с центрами Ах, Ах и А І . Но Ах есть един- 
ственная точка пересечения треугольника Т 
с окружностью Окр к с центром А/, и ра- 
диусом 1, т. е. Ах есть единственная точка 
треугольника Т, удаленная от Ак на рас- 
стояние 1 (почему?). Поэтому из вершины 
Л* нашей системы точек может исходить 
лишь единственный диаметр, а имен- 
но Л*Лі. Удалим теперь Л* из числа рас- 
сматриваемых точек; у нас останутся я — 1 
точек, согласно предположению индукции 
служащих концами не более чем я — 1 от- 
резков длины 1. Присоединив к этим я — 1 
точкам также и точку Л*, мы придем к исходной системе я точек, 
имеющей не более 

(я — 1) + 1 = я 

диаметров: я — 1 диаметров, соединяющих попарно я — 1 точек, 
получаемых исключением точки Л*, и 1 диаметр ЛіЛ й . 

Нетрудно видеть, что число диаметров я-угольника при любом 
п может равняться л, — см. рис. 153, а, на котором изображен 



Рис. 152. 





Рис. 153. 


правильный я-угольник с нечетным числом п вершин (здесь 
п == 5), или рис. 153,6, на котором изображен правильный много- 
угольник ЛіЛ 2 ... Л„_ і с нечетным числом п — 1 =2 т — 1 вершин 
(здесь я— 1=5), а последняя вершина А„ я-угольника ЛіЛ 2 Л 3 ...Л„, 
где п — 2т четно, принадлежит дуге А п -іА, окружности ра- 
диуса 1 с центром А т . 

[Вот еще одна конструкция, приложимая одновременно и к слу- 
чаю четного и к случаю нечетного я: пусть вершины Ах, Л 2 
и Л п (выпуклого) я-угольника Л 4 Л 2 ... А„ образуют правильный 
треугольник со стороной 1, а вершины Л 3 , Л 4 , .... Л„_ ( принадле- 
жат дуге А 2 А„ окружности радиуса 1 с центром Лі (рис. 153, в).] 

б) Воспользуемся опять методом математической ин- 
дукции. Ясно, что число диаметров системы из четырех точек 
пространства (системы вершин треугольной пирамиды, или тетраэдра) 
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не может превосходить 2-4 — 2 = 6, — ведь в этом случае 
число отрезков, попарно соединяющих наши точки (число ребер 
тетраэдра), равно 6. Предположим теперь уже доказанным, что 
наибольшую длину из числа отрезков, попарно соединяющих дан- 
ные п — 1 точек пространства, могут иметь не более чем 2 -(л — 1) — 

— 2 = 2 п — 4 отрезков-, докажем, что тогда наибольшую длину из 
числа отрезков, попарно соединяющих какие-либо п точек А,, А г , ... 
.... А п .пространства могут иметь не более чем 2 п — 2 отрезка. 

Проведем все отрезки, соединяющие попарно наши п точек. 
Число диаметров нашей системы точек, исходящих из определенной 
точки А( (где I может равняться 1, 2. 3, . . . или п), обозначим че- 
рез 6*; в таком случае общее число диаметров системы будет равно 

у (6| + б 2 + ... + 6„) 

— ведь в сумме 6і 6 2 + . . . + 6 П каждый диаметр учитывается 
дважды. Далее рассмотрим отдельно два случая. 

1°. Существует такая точка А,, что б і ^ 2. Отбросим эту точку; 
мы придем к системе п — 1 точек, имеющей, по сделанному пред- 
положению, не более чем 2 п — 4 диаметра'). Присоединив теперь 
к полученной таким образом системе из п — I точек также и точ- 
ку А і, мы вернемся к исходной системе точек, имеющей не более 
чем 

(2л — 4) + 2 = 2п - 2 

диаметров. + 

2°. Каждое из чисел бі, 6 2 6 ; не меньше 3. Для того 

чтобы оценить количество диаметров в этом (наиболее сложном!) 
случае, рассмотрим пересечение (общую часть) П шаров ЯД, ЯД , . . . 
.... Я/„ радиуса 1 с центрами в точках А і, Л 2 , А„. Так как 

каждый из рассматриваемых шаров содержит внутри все наши 
точки, то и П содержит внутри все наши точки (или натянутый на 
них «выпуклый л-вершинник» * 2 ) М). Ясно, что П — выпуклое 3 ) 
тело, ограниченное п «кусками» оу, Ог, ..., о„ сфер Сфі, Сфг, ... 
..., Сф„, являющихся поверхностями шаров ЯД, ЯД, ..., Ш„ (на 
рис. 154 это тело П изображено для того простейшего случая, когда 
многогранник М есть тетраэдр). Каждая из «криволинейных гра- 
ней» 0 і, о 2 , о„ тела П представляет собой часть одной из 
сфер Сфі, Сф г , .... Сф„, высекаемую из этой сферы п — 1 шарами, 
ограниченными остальными л — 1 сферами; так, например, «грань» 


') Заметим, что лишь при разборе этого более простого случая 
нам придется воспользоваться «индуктивным предположением», ка- 
сающимся систем из л — 1 точек пространства! 

2 ) Можно считать, что выпуклая оболочка М наших точек (см. 
начало решения задачи 31 б)) представляет собой выпуклый много- 
гранник с л вершинами («выпуклый л-вершинник»), ибо если бы 
какая-либо из наших точек попала внутрь М, то из нее не мог бы 
выходить ни один диаметр системы (ср. с задачей 78 6)), — и эту 
точку можно было бы вовсе исключить из рассмотрения. 

3 ) Из приведенного на стр, 56 второго определения выпуклых 

тел сразу следует, что пересечение любого числа выпуклых тел 
(в частности, любого числа шаров) снова представляет собой вы- 
пуклое тело. ' * 
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Сі — это часть сферы Сф\, высекаемая из нее шарами Ш 2 , Ш 3 , . . . 

, Ш п . Но каждый шар высекает из сферы Сф і «шапочку» (или 
«сферический круг»); Оі — это пересечение ряда таких «шапочек»; 
таким образом, а, (где / равно 1, 2, 3, ... или п) — это своеобраз- 
ный «круговой многоугольник», ограниченный (на поверхности сфе- 
ры Сфі ) некоторым числом дуг окружностей; этот многоугольник О] 
является «выпуклым» в том 
смысле, что «выпуклым» 
является бесконечный ко- 
нус (разумеется, не круго- 
вой, а с неправильным «ос- 
нованием»), образованный 
всеми лучами, соединяющи- 
ми центр сферы Сф , с точ- 
ками многоугольника а 3 . 

[Этот конус представляет 
собой пересечение некото- 
рого числа обыкновенных 
круговых конусов, отвечаю- 
щих «шапочкам», пересече- 
нием которых является с^.] 

«Стороны» многоугольника 
о ) — это части окружно- 
стей, по которым сферу Сфі 
пересекают другие сферы 
Сфи Сфя, . . . , Сфі-і, Сф ш , 

..., Сф п , а его «вершины» — точки, в которых сферу Сфі пере- 
секают сразу две или больше из остальных п — 1 сфер. Заме- 
тим теперь, что число Ь] вершин «кругового многоугольника» о, не 
меньше о^, — ведь в число вершин О] наверное входят те б ^ вершин 
многогранника М, которые удалены от А$ на расстояние 1: если 
А* — такая вершина М, что АіАа = 1, то Аа принадлежит Сф] с 
центром А } и радиусом 1; А а является вершиной многоуголь- 
ника а,-, поскольку в точке А/, пересекаются 6 а (т. е. ^3) сфер, 
центрами которых являются 6* вершин многогранника М, удален- 
ных от Аа на расстояние 1. Таким образом/мы имеем Ьі — 6) е 3 -, 

где б,- ^ 3 и в, ^ 0 (здесь / = 1 , 2, ..., п)\ другими словами, 
каждый из многоугольников о ] имеет Ь 3 3 вершин (а значит, и 
Ь і ^ 3 сторон), т. е. Оі не вырождается в точку или в дугу окруж- 
ности и не может быть «двуугольником» (или «линзой»), т. е. не 
может быть ограниченным всего двумя дугами окружностей. 

Теперь мы уже близко подошли к нашей цели. Применим к 
«искривленному выпуклому многограннику» П теорему Эйлера *), 
в силу которой 

В — Р + Г = 2, (Э) 



') Эта теорема справедлива не только для обычных многогран- 
ников, но и для любых «искривленных многогранников», грубо го- 
воря, устроенных так же, как обычные многогранники, т. е. полу- 
ченных из них такой деформацией граней и ребер, при которой они 
не рвутся и не склеиваются, но грани перестают быть плоскими, 
а ребра — прямолинейными. По этому поводу см. литературу, ука- 
занную в сноске на стр. 151. 


287 


где В, Р и Г — число вершин, ребер и граней многогранника. Соот- 
ношение (Э) можно также переписать следующим образом: 


Р = В + Г - 2. 


(Э') 


Но в нашем случае 

Г — п 

(«многогранник» П имеет п граней о,, ст 2 , . . . , сг„), 


Р — ^ (Ьі + Ь 2 + + Ь п ) = 

= - 2 '( й 1 +б 2 + ••• +б„) 4--^- (в, + е 2 + ... + е„) 


(ибо в сумму Ь[ + Ьг ■+• • • • + Ь п числа сторон всех «граней» 
оі, (Гг, .... Оп каждое искривленное «ребро» «многогранника» П 
входит дважды — в соответствии с теми двумя «гранями», которым 
оно принадлежит), наконец. 


В ^ п + ~а ( е і 4" е 2 + ... + е п ) 


(ибо в сумме еі + е 2 + . . . + в„ всех «лишних», т. е. отличных от 
точек Л і, Аг, .... А п , вершин «многогранника» П каждая вершина 
засчитывается- минимум трижды: ведь каждая из учитываемых в 
этой сумме вершин принадлежит минимум трем из «граней» 
<Ті, Ог, .... Оп «многогранника»). Подставляя эти значения Г, В 
и Р в соотношение (Э'), получаем 

у (бі + б 2 + ... + 6„) + у (е ( + е 2 + ... + е„)< 


^ П + П + -д- (бі + в2 + ••• +8 п) — 2, 

ИЛИ 

~2 (^і + 6 2 + ... + б„)<2« — 2 — (е, + е 2 + . .. + е„)<2я — 2, 

что и требовалось доказать: ведь (д, + б 2 + . . . + д„) в точ- 

ности равно сумме диаметров-отрезков многогранника М. 

С другой стороны, легко построить пример выпуклого ««-вер- 
шинника» М, имеющего точно 2 п — 2 диаметров: для этого доста- 
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точно провести сферы Сф\ и Сф 2 радиуса 1 с центрами в верши- 
нах А, и А 2 правильного тетраэдра ЛіЛ 2 Л 3 Л 4 с ребром 1. Их пере- 
сечение содержит дугу Л 3 Л 4 ; выберем на этой дуге точки Л 5 , Ав, . . . 
.... Л„. Тогда выпуклая оболочка п точек А,, Л 2 , Л 3 , Л 4 , ... Л„" 
представляет собой выпуклый многогранник с п вершинами, число 
диаметров которого равно 

6 + 2 (я — 4) = Чп — 2 


(ср. с рис. 153, в на стр. 285; сделайте сами чертеж, отвечающий, 
скажем, значению п = 6). 

88. Мы будем использовать указанные на стр. 78 обозначения, 
не забывая при этом, что речь здесь идет про точки одной п р я- 
м о й. Чтобы уловить общую закономерность начнем с небольших 
значений п. 


Г. Ясно, что при п = 2 имеем: N (а, 2) = 1 при всех а. 

2°. Конечно, (Ѵ(1,л) = 1 при любом числе п точек; в част- 
ности ІѴ(1,3) = 1. Если же а <. 1, то сколь бы близко к 1 число а 
не было, можно расположить наши три точки так, что число отрез- 
ков АіА) длины ^ а будет ^ 2 
(рис. 155, а). Начиная со значения 


а = можно добиться, чтобы 

число не меньших а отрезков сов- 
пало с общим числом отрезков 
Л |Л 2 , т. е. равнялось 3 (рис. 155,6). 

3°. Л7( 1 , 4) = 1 (см. п. 2°); при 
всех же а < 1 можно добиться 
того, чтобы число не меньших а 
отрезков Л,Л,- (где і, / = 1, 2, 3 
или 4) было ^=4 (рис. 155, в). 

Начиная со значений а<-^, чис- 
ло не меньших а отрезков АіА) 
можно сделать 5 (рис. 155, г), 

а начиная со значения а — — . 

равным 6 (рис. 155,6). 


V 


/ 1 , 0 - 


А, о-° — 


ЛуОО- 


А ) о- 


а ) 

Л 


6 ) 


г) 


д) 

Рис. 155. 


-°4, 


-°А, 


А} й 

0-0 Аи 


-о Ап 


-о Ал 


4°. N (1,5) = 1; N (а, 5) > 6 при а < 1; N (а, 5) > 8 при а < -і; 

N (а, 5) > 9 при а < 1 ; наконец, N (а, 5) = Ю при а < -і (сде- 

лайте смостоятельно отвечающие этим случаям чертежи). 

Приведенных примеров достаточно, чтобы уловить общую зако- 
номерность: переступив значение а — мы должны «перестроить» 


обвазом Же гпѵ Т0Ч6К НЭ ° ТреЗКе АіАп ’ наиболее рациональным 
ГГ / У РУ І Их 8 ок Р е стностях к + 1 точек, делящих 

отрезок л 4 л„ на к равных частей (концы отрезка учитываются). 


10 Д- О. ШклярскиІІ и др. 
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Окончательно мы при этом получаем: 
N (а, п) = 


при 


а = 1 . 


п 2 — 1 


если п четно 


если п нечетно | 


при 1 >а>-р 


-д-, если п делится на 3 


п 2 — 1 

з - 

3 п 2 
8 

Зп 2 - 3 
8 

3 п 2 — 4 
8 


} при - 5 ->а>- т 1 


, если п не делится на 3 | 

, если п делится на 4, 

, если п нечетно, 

, если п четно, но не делится на 4 


при — >«>-, 



и вообще 

М(а, / г )=-^і ге 2 _ 


) "Ри т^з >а> 
) ПР» Т=2 >а> 

при а ^ — - 


г (к — г) 
2 к 


при 1 ± 



если п = Ік + г (где к,1,г — целые числа и 0 ^ г < к); здесь к<п — 1 . 

89. а) Согласно результату задачи 87 а) имеем: N(1,4) = 
= N (4) = 4 (см., например, рис. 156, а); в силу результата задачи 

82 б) имеем: N (а, 4) = = 6 при а < 0,707 (и лишь при 


«<- 


см. рис. 156, б). Если же 1>а> 


Ѵ2 


то N (а, 4) = 5 


(рис. 156, в). 

б) Согласно результату задачи 87а) имеем: N (1,5) == N (5) = 5 
(рис. 157, а); согласно результату задачи 82 в) имеем: N (а, 5) = 


і/” 5 | / і/~5 

■■ 10 при — — _ « 0,618 (и только при а -С ^ — 
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Рис. 156. 



V 2 

(рис. 157, в); при 1 >.а>-^ 2 - получаем N (а, 5) =8 (рис. 157, г). 


10 ; 
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в) Задача решается аналогично задачам а) и б) с использова- 
нием результата задачи 87 а) и аналога задачи 82, относящегося 
к случаю п = 6. Ответ: 


6 при 



12 при 


N (а, 6) = 13 прИ 



0,526), 


15 при 


2 зіп 72' 


а 


(рис. 158, а — д). 

90. Число ѵ 2 (4) < 6, ибо иначе и число диаметров системы че- 
тырех точек плоскости могло бы равняться «полному» числу шести 
соединяющих наши точки отрезков, а в силу результата задачи 
87 а) это не так. Однако число равных 1 от- 
резков, соединяющих точки нашей системы . 

из четырех точек плоскости, может равнять- 3 

ся 5: 

ѵ 2 (4) = 5 

(рис. 159). 

Примечание. Очевидно также, что 



ѵ 2 (3) = 3 и вообще 



при п < к -{- 1. 


91. Пусть А і — какая-либо из наших то- \/ 

чек. Проведем окружность 5 с центром Лу и У 

радиусом 1; тогда на этой окружности могут ' 

лежать не более шести точек нашей системы р , га 

(ибо расстояние между каждыми двумя из ' Э *' 

этих точек > 1; если число расположенных 

на 5 точек равно 6, то они являются вершинами правиль- 
ного шестиугольника со стороной 1). Таким образом, число рав- 
ных 1 отрезков с концом Л,- обязательно ^6; суммируя все такие 
отрезки «по их концам», мы придем к числу 6 п, которое еще надо 
разделить пополам, поскольку каждый отрезок имеет два конца. 
Отсюда и следует, что общее число соединяющих наши точки от- 
резков длины 1 обязательно ^Зп. 

92. Мы начнем с разбора задачи а) — более частной, но зато 
и несколько более простой, чем задача б). 

а) Пусть АВ = г(Р)= г— диаметр' фигуры Ц{Р)- Л,Л 2 = 1 
и о іо 2 I диаметры исходной фигуры /**, серединами которых 
являются точки Л и В (рис. 160). Так как отрезок АВ является ме- 
дианой ААВіВ г , то по известной формуле для длины медианы 
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треугольника имеем 

2 2 = АВ 2 = -і- (2АВ? + 2АВ 2 - В,В 2 ) 

1 (2АВ? + 2АВ^ - і), ибо В,В 2 =і]. 

Применим теперь ту же формулу для длины медианы треуголь- 
ника к Д ВіА,А 2 и к Д В 2 А : А 2 с медианами В]А и В 2 А: 

В 1 А 2 = ^(2В { А\ + ЪВіА\- Л,Л|) . или В!А 2 <-|, 

поскольку А,А 2 =1, а В, А,, ВіА 2 <1; 

В 2 А 2 = ^(2В 2 А? + 2В 2 А^- А^І), или В 2 А 2 <-^-, 

поскольку А,А 2 == 1, а В 2 А Ь В 2 А 2 < 1. 

Таким образом, имеем 

2(В,А 2 + В 2 А*)<2(-| + -|-) = 3, 

откуда и вытекает требуемое неравенство 

2 2 =|[2(В,А 2 + В 2 А 2 )-1]<±(3-1) = 1 

т. е. 



Таким образом, мы уже доказали требуемое неравенство для 
стереометрического варианта задачи; нам осталось только убедиться. 




что в этом случае его улучшить нельзя, и отдельно рассмотреть 
планиметрический вариант задачи, где оценку можно улучшить. 
Начнем мы с существенно более простого случая п р о с т р а н- 
ственных фигур. 

1°. Если фигура Р пространственная , то все отрезки В»А і, 
В, А,, В 2 А, и В 2 А 2 могут равняться 1 (для этого необходимо — и 
достаточно, — чтобы рассматриваемая фигура Р содержала пра- 
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вильныи тетраэдр ЛіЛ 2 ВіВ 2 с ребром 1; см. рис. 161, на котором 
изображен правильный тетраэдр Т с ребром I и центральная фи- 
гура Ц(Т) этого тетраэдра, представляющая собой шесть точек, 
явішітппѵла вершинами правильного 


являющихся 
октаэдра ок 
здесь 


Г2\ 

диаметра — I 




Поэтому 


V 2 


2°. Нам осталось рассмотреть более 
сложный случай плоской фигуры Р. Вы- 
веденное выше неравенство 

. У~2 

г < 



сохраняет силу й в этом случае; од- 
нако если точки А и Л 2 , В, и В 2 рис. 160 

принадлежат одной плоскости, то равенства А І В І =А І В 2 = 
— Л 2 В, — А г В г = 1 не м о^г у т все иметь места; поэтому невоз- 

V 2 

можно и равенство 2 = — — . Мы покажем, что если фигура Р 


плоская, тог<^-, причем отрезок АВ = г принимает наиболь- 
шее возможное значение г = у в том случае, когда две из точек 

А,, А 2 , В,, В 2 сливаются между собой и четырехугольник АіЛ-іВіВ, 
обращается в (равносторонний) треугольник Л,Л 2 В, с основанием 

А{Ві = 1 и средней линией ЛВ = г = -^- (рис. 162, а). 




Для доказательства заметим прежде всего, что отрезки ЛіЛ 2 
и ВіВ 2 на рис. 1 60 можно считать^ не принадлежащими 
прямой АВ, ибо если, скажем, отрезок В,В 2 принадлежит пря- 
мой АВ и точка В 2 расположена вне отрезка АВ, то, поскольку 
ЛВ 2 < 1 (ибо Л и В 2 — точки выпуклой фигуры Р диаметра 1) и 

ВВ 2 — — , мы получаем АВ ^ — , и значит, рассматриваемая 
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конфигурация точек А и Л 2 и В,, В 2 заведомо не более выгодна, чем 
изображенная на рис. 162, а. 

Предположим теперь, что точки Аі и В і лежат по одну сто- 
рону от прямой АВ и что АіВ і ^ А 2 В 2 (рис. 163). Заметим, прежде 
всего, что отрезки ЛіЛ 2 и ВіВ 2 можно считать непересекаю- 
щим и с я. В самом деле, если бы они пересекались в точке О 




Рис. 163. 


(рис. 163, а), то отрезок АВ, очевидно, целиком принадлежал бы 
выпуклому четырехугольнику аіЬіа 2 Ь 2 , где аі, Ьі, а 2 и Ь 2 — соот- 
ветственно середины отрезков ОА і, ОВ и ОА 2 и ОВ 2 (почему?). 
А так как в силу результата задачи. 78 а) диаметр четырехуголь- 
ника аіЬіагЬг равен а,а 2 — Ь,Ь 2 =-^- ^ведь ЛіВі, ВіЛ 2 , А 2 В 2 , 

ВгАі < 1, и значит, «іб,, Ь х а 2 , а 2 Ь 2 , Ь 2 <ц<-?г). то ЛВ<-^,и зна- 
чит, конфигурация, изображенная на рис. 163, а, также никак не 
может быть более выгодной чем та, которая изображена на 
рис. 162,а. Но и случай, когда отрезки АіА 2 и В,В 2 не пересе- 
каются (рис. 163,6) также невозможен, ибо в этом случае 
точка Л 2 лежит на окружности 5і с центром А і и радиусом 1 и 
внутри окружности 5 2 с центром В, и радиусом 1 или на ней (ведь 
В,Л 2 < 1!), а точка В 2 лежит на 5 2 и внутри 5] (или на 5,), — но 
тогда А \А 2 и ВіВ 2 могут не пересечься, лишь если точки А 2 
и В 2 обе совпадают с точкой пересечения 5 ( и 5 2 , и мы снова при- 
ходим к конфигурации рис. 162, а. 

Окончательно мы получаем требуемый результат: наибольшее 
значение г отрезка АВ достигается ѳ том случае, когда А 2 = В 2 и 
АіВу = 1 (рис. 162, а); при этом 


1 



б) Общая задача б) близка к ее частному случаю а); поэтому 
ее решение мы изложим более кратко. Считая, что на рис. 160 
теперь про отрезки АіА 2 и В ( В 2 лишь известно, что оба они по 
длине не превосходят некоторой фиксированной величины а, где 
0<о< 1, мы получим из тех же треугольников АВ\В 2 , ВіАіА 2 
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и В 2 ЛіЛ 2 , что и раньше: 

г 2 = ЛВ 2 = і- (ЫВ] + 2АВ\ - В,В^) 

АВ^-^(2В 1 А 2 1 + 2В 1 АІ-А 1 АІ), 

АВ\ = ^ (2В 2 Л? + 2В 2 Л 2 - Л , 4 ). 

Отсюда следует — 

2 2 = ЛВ 2 = ^ [(В, Л? + В { А\ + В 2 Л [ + в 2 л| — А { Л 2 ) — в,в|]. 


Но так как ВіЛ], В Х А 2 , В 2 А { , В 2 А 2 1 и Л]Л 2 , В х В 2 ^а, то 


г2 < Т ( 4 - 2 ° 2 )- 


т. е. 



Далее мы опять будем рассматривать пространственный и пло- 
ский случаи раздельно. 

1°. Если наши точки расположены как угодно в пространстве , 
' ° 2 

то равенство г — у 1 может иметь место: для этого 


необходимо (и достаточно), чтобы фигура Р содержала треуголь- 
ную пирамиду (тетраэдр) ЛіЛ 2 ВіВ 2 , где Л ( Ві = ЛіВ 2 = Л 2 Ві = 
= Л 2 В 2 = 1 (и Л ( Л 2 = В х Вг = а\ ср. рис. 161). Таким образом, 
в случае стереометрической задачи 



2°. Если фигура Р плоская, то равенство 



может выполняться, ибо невозможно, чтобы в изображенном на 
рис. 160 (плоском) четырехугольнике ЛіЛ 2 В 2 В і имели место равен- 
ства ДіВі = Афг — Л 2 Ві = Л 2 В 2 = 1 и Л іЛ 2 = ВіВ 2 = а. Этот 
случай заметно отличается от плоского; наиболее выгодна здесь изо- 
браженная на рцс. 162,6 трапеция ЛіЛ 2 В 2 Ві, у которой ЛіВі = 
= ЛіВ 2 = Л 2 Ві = 1 и А 1 А 2 = В Х В 2 — а; для этой трапеции, как 
мы покажем немного ниже, 



Как и выше, заключаем, что отрезки ЛіЛ 2 и В х В г не могут 
принадлежать прямой Л В; в самом деле, если бы, скажем, отре- 
зок ВіВ 2 принадлежал прямой АВ и точка В 2 лежала вне отрез- 
ка АВ, то, поскольку ЛВ 2 ^ 1 (ибо Л и В 2 — точки выпуклой фи- 
гуры В диаметра 1) и ВВ 2 ^-^-, мы имели бы 

АВ = ЛВ 2 - ВВ 2 < 1 — -|-<:1 ~~ 
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, , а , а 2 

(где равенство 1 — =1 — имеет место лишь при а ■= 0 и 

при а=1); поэтому этот случай менее выгоден, чем изображенная 
на рис. 162,6 трапеция. Следовательно, мы по-прежнему можем 
считать, что точки Лі и лежат по одну сторону от прямой АВ, 
а точки А г и Вг — по другую. 

Заметим теперь, что в самом выгодном случае отрезки А,А г 
и В,В 2 будут обязательно равны а (а не больше а). Действитель- 
но, если бы на рис. 160 мы имели бы ЛіЛ 2 > а, В,В 2 >а (или 
если бы имело место хоть одно из этих двух неравенств), то мы 
могли бы «уменьшить» четырехугольник А\А г ВгВі, равномерно «стя- 
нув» отрезки АіА г и В ( В 2 к их серединам А, соответственно В, 
т. е. заменив их равными а отрезками л[л> и в[в' 2 . При этом 
диаметр четырехугольника А 1 А 2 В 2 В |, заключенного внутри 

АіАъВгВі, был бы меньше диаметра четырехугольника АіА 2 В 2 В и 
и мы могли бы сдвинуть один из двух отрезков А\а’ 2 и в[в' 2 — 
скажем отрезок А\а' 2 — вдоль прямой АВ в такое положение 
А'і А", чтобы диаметр четырехугольника А" А 2 В 2 В[ все еще 
был ^ 1 (сделайте самостоятельно соответствующие чертежи, от- 
вечающие случаям рис. 160, а и б). А так как для нового четырех- 
угольника Л 1 Л 2 В 2 о 1 

г’ = А'В>АВ = г 

(где А' — середина А '' В то четырехугольник ЛіЛ 2 В 2 Ві заве- 
домо не является самым выгодным. 

Считая, что ЛіВ ( ^ Л 2 В 2 и что отрезки Л ( Л 2 и ВіВ 2 не пересе- 
каются (ср. рис. 163,6; рассмотрите сами более простой случай, 
когда АіА г и В ( В 2 пересекаются), мы прежде всего заметим, 
что равенство ЛіВі = Л 2 В 2 невозможно. Действительно, в 
этом случае четырехугольник ЛіЛ 2 В 2 Ві обратился бы в параллело- 
грамм-, но квадрат хоть одной из диагоналей параллелограмма не 
меньше суммы квадратов неравных его сторон (ибо хоть один угол 
параллелограмма ^90°) — и если, скажем, А [ В\'^ А { А\-\- А 2 в\, 
то, поскольку ЛіВ 2 ^ 1 и АіА 2 — а, мы имели бы 

г 2 = АВ 2 = Л 2 В\ < 1 - а 2 < ( I - -у-)* 

(где последнее равенство имеет место лишь при а = 0); поэтому 
параллелограмм ЛіЛ 2 В 2 Ві заведомо не выгоднее изображенной на 
рис. 162,6 трапеции. 

Далее несложно показать, что если четырехугольник ЛіЛ 2 В 2 Ві 
«самый выгодный» 1 ), то Л|В 2 = В 1 Л 2 =1: в самом деле, если, 
скажем, ЛіВ 2 < 1, то нам достаточно повернуть слегка ВіВ 2 во- 
круг Ві во «внешнюю» по отношению к ЛіЛ 2 В 2 Ві сторону — и мы 
•тем самым увеличим АВ, т. е. «улучшим» конфигурацию точек. Из 
равенств же ЛіВ 2 = ВіЛ 2 = 1 и из равенств ЛіЛ 2 = ВіВ 2 = а сле- 


*) Относительно существования такого «самого лучшего» четы- 
рехугольника см., например, книгу [30] или статьи [1] и [28], или 
Дополнение I к книге [29]. 
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дует, что А А 1 А 2 В 1 = А АіВгВ^ — и значит, А 1 А 2 В 2 В 1 есть дей- 
ствительно изображенная на рис. 162,6 равнобедренная трапеция. 

Обозначим теперь большее основание А,В, этой трапеции че- 
рез е, где должно быть е 1 и опустим из вершин А 2 и В 2 пер- 
пендикуляры АгР и В 2 <3 на основание АіВі. В таком случае, оче- 
видно, 

В Х А 2 -В,Р 2 ^А,А 2 -А,Р 2 і=а 2 р 2 ), 

т. е. 

В,Р 2 - А,Р 2 = В, А 2 - А,А 2 = 1 - а 2 . 


А так как, с другой стороны, 

В,Р 2 - А,Р 2 = (В,Р + РА,) (В,Р - РА,) 
и 

В,Р + РА, = А, В, = е, а В,Р - РА, = В,Р - В, О = Р<Э = А 2 В 2 , 
то мы имеем 

В, — А, А 2 


А 2 В: 


1 — а 


2°2 ' 


А, В 


Следовательно, 

г = АВ = і- (А, В, + А 2 В 2 ) — і (* + 

1 _ а 2 

где е !> (ибо А,В, — большее основание трапеции), но 1. 


Заметим теперь, что произведение 
1 - а 2 


1 - а 2 


не зависит от величины е; таким образом, площадь прямоугольника 
К^МN с основанием АВ = е и (меньшей основания) вы- 

. І-а 2 

сотой КМ = имеет 



известное (т. е. зависящее 
лишь от заданной величи- 
ны а) значение 5 = 1 — а 2 . 

Но если сравнить два 
прямоугольника одной и 
той же площади 5 — пря- 
моугольник АРМА со сто- 
ронами АВ = е и АМ = 

1 - а 2 

— — - — и прямоуголь- 
ник АВ'ЛРЛР со сторонами 
АВ' = е' > е и АЛ/' = 

I — 

= — — , то, поскольку заштрихованные на рис. 164 прямоуголь- 
ники ВВ'ЛГР и А/ЛРВА4 равновелики, т. е. 

МАР • М'Р == ВВ' • В/? 


АРМ = АВ > КМ = ЬМ > ВР, 
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получаем 

NN'<11'. 

Следовательно, 

+ КѴ = (КN - NN') + (КЬ + И') = 

= {КN КЦ + (ІЬ ' - NN')>КN + КЬ, 


и значит, значение суммы е -4 
1 - а 2 


1 


отрезков К.Ь (= е) и 


/ОѴ 


(=- ' е а ) будет 


тем больше, чем больше величина е. По- 


этому в условиях нашей задачи величина 

1 - а 2 


!= т( е + 


принимает наибольшее значение, когда величина ЛіВ, = е прини- 
мает наибольшее возможное значение е = 1. Но в этом последнем 
случае, очевидно, 


! -т( 


1 + 


1 — а 2 
1 


: I - 


2 ’ 


откуда и следует требуемый результат: 


2 ( а ) = 1 — 


93. а) Каждый квадрат, заключающий внутри себя нашу фи- 
Г УРУ Р і всегда можно уменьшить с тем, чтобы хотя бы одна пара 
противоположных сторон квадрата «упиралась» в фигуру (рис. 165). 

Но если А и В — точки фигуры Р диа- 
метра 1, лежащие на противоположных 
сторонах квадрата, содержащего Р 
внутри себя, то расстояние между эти- 
ми сторонами квадрата (или, что то же 
самое, сторона квадрата) не превосхо- 
дит АВ, а АВ ^ 1. С другой стороны, 
ясно, что круг диаметра 1 нельзя за- 
ключить ни в какой квадрат, сторона 
которого меньше 1. 

Таким образом, наименьший квад- 
рат, в который можно заключить л ю- 
бую фигуру диаметра 1, имеет сто- 
рону, равную 1. 

б) Первое решение. Покажем, 
что наименьшая Из содержащих фигу- 
ру Р окружностей 1 ) обязательно со- 
держи [т либо две точки Р, являющиеся 'диаметрально противополож- 
ными точками этой окружности, либо три точки Р, являющиеся вер- 
шинами остроугольного треугольника. В самом деле, если окруж- 


*) По поводу существования такой «наилучшей» из содержа- 
щих Р окружностей (т. е. содержащей Р окружности наимень- 
шего радиуса) см. литературу, указанную в сноске на стр. 298. 


А 
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ность 5, содержащая Р внутри себя, вообще .не содержит точек Р, 
то ее можно сжать, не меняя ее центра, с тем, чтобы новая окруж- 
ность уже содержала точку А фигуры Р (рис. 166, а). Если 5 со- 
держит единственную точку А фигуры Р, то ее также можно 
уменьшить с тем, чтобы она продолжала содержать Р внутри себя: 
для этого достаточно сдвинуть слегка 5 в направлении ОА (где О— 
центр 5) с тем, чтобы она все еще содержала Р внутри, но уже не 
проходила ни через одну точку Р, и после этого уменьшить сдви- 
нутую окружность описанным выше способом (рис. 166,6). Наконец, 




6) 



В) 


Рис. 166. 


если 5 содержит две или более точек Р, но все принадлежащие Р 
точки 5 расположены на одной дуге Ав, которая меньше полу- 
окружности, то мы также можем заменить 5 меньшей окружностью, 
все еще содержащей Р внутри себя: для этого достаточно слегка 
сдвинуть 5 в направлении ОМ, где М — середина хорды АВ, 
с тем, чтобы сдвинутая окружность по-прежнему содержала Р 
внутри, но уже не проходила ни через одну точку Р, и после 
этого старым способом уменьшить эту сдвинутую окружность 
(рис. 166, в). 



Рис. 167. 


Отсюда вытекает, что если содержащая Р внутри себя окруж-- 
ность 5 уже не может быть заменена меньшей, то она либо содер- 
жит две точки Л и В, являющиеся диаметрально противополож- 
ными точками 5 (рис. 167, с), либо содержит три точки А, В и С, 
являющиеся вершинами остроугольного А АВС (рис. 167,6). В пер- 
вом случае 


2 Я = ЛВ< 1 , т. е. 
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где В — радиус окружности 5; во втором случае хоть один из уг- 
лов ААВС будет ^60° (ибо сумма трех углов =180° = 3-60°), и 
если 90° А ^ 60°, то 

п вс <: 1 - - ^ 

2 зіп А. А "" 2 зіп 60° /з 3 


С другой стороны, так как радиус описанной окружности правиль- 
ного ААВС диаметра 1 (т. е. ААВС, где АВ = ВС — СА = 1), 
УЗ 

равен — 5 — , то оценку 

О 


/?< 


V з 

3 


улучшить нельзя. 

Второе решение. Задача в) утверждает, что каждую фи- 
гуру Р диаметра 1 можно заключить внутрь правильного шести- 

Ѵз~ 

угольника Ш со стороной — — . Но отсюда следует, что Р можно 


заключить и внутрь круга радиуса 


Ѵг 


— а именно внутрь кру- 


га К, описанного вокруг шестиугольника Ш. 

в) Рассмотрим содержащий Р (сколь угодно большой!) шести- 
угольник с углами 120°, образованный в пересечении трех содер- 
жащих Р (ограниченных параллельными прямыми) «полос», обра- 
зующих между собой углы 120° (рис. 168). Сблизим затем между 



собой параллельные стороны шестиугольника до тех пор, пока они 
не «упрутся» в Р. Так мы построим «описанный вокруг Р» (т. е. 
такой, что все его стороны соприкасаются с Р) равноугольный ше- 
стиугольник ш=АВСОЕС, все углы которого равны 120°. 

Заметим теперь, что если мы зафиксируем направление стороны 
АВ шестиугольника (рассматриваемой как вектор или как луч, на- 
правленный от Л к б!)- задав его, скажем, углом а, образованным 
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АВ с каким-то произвольно фиксированным на плоскости лучом /, 
задающим «начало отсчета углов», то мы построим указанным об- 
разом единственный шестиугольник ш = ш( а), отвечающий 
выбранному направлению АВ. Обозначим разность АВ — ПВ сто- 
рон ш через р. Эта разность полностью определяется шестиуголь- 
ником ш, который в свою очередь однозначно определяется по 
углу а между АВ и /; таким образом, р является функцией а — 
и мы можем писать: р = /(а). 

Пусть, скажем, для исходного шестиугольника, АоВоСоОоЕ 0 Оо 
имеем Л 0 В 0 > По В 0 , так что (отвечающий этому шестиугольнику 
угол а мы обозначим через ао) 

І (а 0 ) = ЛоВц — П 0 В 0 >0. 


Будем теперь «поворачивать» шестиугольник ш, непрерывно меняя 
угол а (скажем, увеличивая его) и каждый раз рассматривая опи- 
санный вокруг Р равноугольный шестиугольник ш = ш( а) = 
= АВСйЕС такой, что /ЦАВ, I) — а. При изменении ш будут ме- 
няться длины его сторон, а следовательно, и разность 

р = / («) = АВ - СП. 


Но когда угол ао заменится на ао + 180°, мы придем к тому же 
самому шестиугольнику ш(ао + 180°) = ш(ао) = ЛоВоСоПоВоОо. 
что и раньше; только теперь роль «первой» стороны Л 0 Во шести- 
угольника будет играть сторо- 
на П 0 Во, а роль противополож- Р , 
ной ей стороны П 0 Во — сторо- 
на ЛоВо; поэтому 

Р (оо + 180°) = ПдВо — ЛоВо = 

— — (Л 0 В 0 — ПоВо) < 0. 


Таким образом, при увеличе- 
нии угла а на 180° величина 
р = /(а) меняет знак-, если она 
раньше была положительной, 
то теперь станет отрицатель- 
ной, и наоборот 1 ). А так как 
при малых изменениях а ше- 
стиугольник ш( а) остается 
близким к своему прежнему 
положению, то также и раз- 
ность р(а) = АВ — ПВ при 
этом меняется мало; иными 

словами, /(а) есть непрерывная функция от а 2 ). А отсюда, 
в свою очередь, следует, что, переходя от положительных значений 
к отрицательным, функция /(а) должна где-то между значениями 
ао и ао + 180° аргумента принять значение 0 (см. рис. 169, 
изображающий вымышленный график функции р = /(а) — важно 



Рис. 169. 


■) Если р(ао) =0, т. е. с самого начала Л 0 В 0 = П 0 В 0 , то весь 
этот этап решения задачи в) является лишним. 

2 ) См., например, Р. Курант и Г. Роббинс, Что, такое ма- 
тематика. М., «Просвещение», 1967, §§ 5 и 6 гл. VI; ср. также 
§ 2 книги [29]. 
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здесь только то, что этот график представляет собой непрерывную 
кривую!). Таким образом, вокруг Е можно описать такой равно- 
угольный шестиугольник ш = АВСйЕС, противоположные стороны 
А В и ЭЕ которого равны между собой. 

Заметим теперь, что расстояние между любыми двумя проти- 
воположными сторонами шестиугольника ш не превосходит 1 — это 
устанавливается в точности так же, как в решении задачи а) дока- 
зывалось, что расстояние между сторонами квадрата, содержащими 
точки А и В фигуры Е, будет ^1. Сдвинем теперь каждую из сто- 
рон шестиугольника ш параллельно во вне (по отношению к фи- 
гуре Е) так, чтобы расстояния между каждыми параллельными 
сторонами ш стало в точности равно 1; при этом условимся сдви- 
гать каждые две противоположные стороны ш на одно и то же 
расстояние. Мы утверждаем, что в получившемся шестиугольнике 
Ш еэ аЪсйец противоположные стороны тоже равны: аЬ = де. В са- 
мом деле, поскольку мы сдвинули стороны АО и Т>С на одно и 
то же расстояние до положения АіС ( , соответственно ТДСі, то 

Р Р 

Л Л 




Рис. 170. 

ВАу — Ей і (ибо АА і = ЕЮ\\ рис. 170, а); далее, поскольку ВС и ЕС 
мы сдвинули до положения Віс, соответственно Е 1 § на одно 
и то же расстояние, то Л,Ві = ДД),; наконец, поскольку Л,8, 
и РіЕі мы сдвинули до положения аЬ, соответственно де н а одно 
и т о ж е расстояние, то аЬ — де. 

Докажем, наконец, что полученный шестиугольник Ш правиль- 
ный. В самом деле, образованный при продолжении сторон 6с, де 
и §а шестиугольника III треугольник Т = РОК является правиль- 
ным, поскольку все углы его равны 60°. Поэтому все высоты тре- 
угольника Т имеют одну и ту же длину к. А так как расстояния 
между любыми двумя противоположными сторонами шестиуголь- 
ника Ш имеют одно и то же значение 1, то треугольники РаЬ, Сед 
и Ре§ — это равносторонние треугольники с одной и той же вы- 
сотой к — I ; поэтому они равны между собой, и значит, аЬ = сд — 
= е§. Точно так же доказывается и что 6с = де — §а. А так как 
аЬ — де, то шестиугольник Ш является не только равноугольным, 
но и равносторонним, т. е. он — правильный. 

Таким образом, мы убедились, что каждую фигуру диаметра 1 
можно заключить в правильный шестиугольник, расстояние между 
противоположными сторонами которого равно 1, т. е. в правильный 


. /3 

шестиугольник со стороной — 5 — 


(и значит, с радиусом вписанного 


круга г = ^^~сІ2 30°==-і-; ср ‘ Р 110 - 170 ’ 6 )- 


так как круг диа- 


метра 1 нельзя, очевидно, заключить в меньший_правильный шести- 

. ^ У% 

угольник, то полученную нами оценку ао =2, — ^ — для стороны за- 
ключающего Р правильного шестиугольника улучшить нельзя. 

г) Первое решение. Из того, что сторона правильного 
треугольника, описанного вокруг круга диаметра 1, равна У 3, вы- 
текает, что в правильный треугольник, сторона которого меньше УТГ. 
заведомо нельзя заключить каждую фигуру диаметра 1 : в такой 
треугольник нельзя поместить 
круг диаметра 1. Докажем 
теперь, что каждую фигуру 
Г диаметра 1 можно заклю- 
чить внутрь правильного^ ре- 
угольника со стороной У 3. 

Пусть а’ — некоторая пря- 
мая, не пересекающая нашей 
фигуры Р; сдвинем а' в на- 
правлении фигуры Р до поло- 
жения а, в котором она сопри- 
коснется в некоторой точке А 
с фигурой (рис. 171). Точно 
таким же образом найдем пря- 
мые ді, а 2 , аз, аз и аз такие, 
что 

А (а, аі) = ^ (а ь а 2 ) = 

= А (а 2 , а 3 ) = А («з. « 4 ) = 

= А (ли. а 5 ) — А (а 5 , а) = 60° 

(где, например, А (а, аі) — 
угол между прямыми а и аі), 
не пересекающие фигуру Р и 
соприкасающиеся с ее границей в точках А і, Л 2 , А 3 , А 4 и Аз (см. 
тот же рис. 171). Прямые а, а 2 и аі, а также прямые а і, вз и аз 
образуют два правильных треугольника Т и Т і, описанные вокруг Р, 
Мы утверждаем, что сторона хоть одного из этих двух треугольни- 
ков не превосходит У 3. 

Воспользуемся тем, что сумма расстояний МР, МО и МН от 
внутренней точки М равностороннего треугольника АВС со сторо- 
ной а до сторон АВ, ВС и СА треугольника всегда равна высоте Н 
треугольника; в самом деле, очевидно (сделайте чертеж!): 



Рис. 171. 




~ 5 АВС 5 мав 5 Л13С + 5 МСД 

= у<ШР + у а- МО + -і-а-МЯ = у а(МР + М0 + МЯ), 


и следовательно, 


МР + М0 + МЯ = Н. 
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Поэтому сумма расстояний МР, МРі, МР 2 , МРз, МРі и МРз от 
произвольной точки М фигуры Р до прямых а, Яі, а 2 , аз, я 4 и аз 
равна сумме высот к и кі треугольников Т и Т, (ибо МР + МР 2 + 
+ МР 4 — к и МРі + МРз + МРз = кі). С другой стороны, сумма 
МР + МРз равна расстоянию между параллельными прямыми а 
и а 3 , откуда имеем 

МР + МР 3 < лл 3 < 1 

(ибо 1 — это диаметр фигуры Р); точно так же доказывается, что 
МРі + МР 4 < 1 и МР 2 + МР 6 <А 2 Л 5 <1. 

А теперь имеем 

к + к, = МР + МР, + МР 2 + МР з + МР 4 + МРз = 

= (МР + МРз) + (МРі + МР 4 ) + (МР 2 + МР Ъ ) < 3, 

откуда и следует, что хоть одна из величин к и Лі не превосхо- 
3 

дит — , а следовательно, сторона хоть одного из треугольников Г 
и Т і не превосходит 
угольника со стороной У 

Второе решение. Если продолжить любые три несмежные 
стороны фигурирующего в условии задачи в) правильного шести- 

. /з 

угольника Ш со стороной ^ , внутрь которого можно заключить 

каждую фигуру Р диаметра 1, то мы получим правильный .тре- 
угольник Т со стороной У~3 , также, очевидно, обладающий тре- 
буемым свойством. 

94. а) Ясно, что радиус круга к может быть сколь угодно мал; 
с другой стороны, наибольшим он будет, если к касается всех 
трех сторон Т (ср. ниже решение задачи 100); таким образом, 
0 < г ^ Го, где го — радиус вписанного круга Т. 

Аналогично круг К, разумеется, может быть сколь угодно ве- 
лик; таким образом, нам остается і(айти наименьший круг К, за- 
ключающий внутри данный треугольник Т = А АВС. Диаметр кру- 
га, содержащего внутри себя треугольник АВС, не может, разу- 
меется, быть меньше наибольшей стороны АВС. Поэтому, если 
треугольник АВС тупоугольный (или прямоугольный), и построен- 
ный на наибольшей его стороне круг содержит А АВС внутри себя, 
то диаметр наименьшего содержащего А АВС круга совпадает 
с наибольшей стороной Л АВС\ в этом случае (рис. 172, а) 



(ибо диаметр треугольника равен его наибольшей стороне; см. за- 
дачу 78 а}). 

Покажем теперь, что если треугольник АВС остроугольный, то 
наименьшим содержащим А АВС кругом будет описанный круг 
треугольника АВС\ другими словами, нам требуется установить, что 
если некоторый круг Кі содержит А АВС внутри себя, то радиус Кі 


I ибо — это высота правильного тре- 
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не может быть меньше радиуса В описанного вокруг А АВС кру- 
га К. Обозначим центры кругов К а К\ через О и Оі (рис. 172,6). 
Точка О і лежит внутри (или на стороне) одного из трех углов 
АОВ, ВОС и СОА, скажем, внутри (или на стороне) угла АОС. 
Если О і лежит на продолжении ВО, то, очевидно, ОіВ > ОВ, от- 
куда и следует требуемое. Если точка О і не лежат на продолже- 
нии ВО, то она лежит внутри (или на стороне, отличной от ВО) 
одного из углов АВО и СВО, например угла СВО. Соединим точ- 
ку О і с точками А, О и В. Из двух углов АООі и ВООі по край- 
ней мере один тупой (так как угол АОВ меньше 180°, ибо тре- 
угольник АВС остроугольный, то /. АООі + А ВООі > 180°) — 
пусть это будет угол ВООі. Тогда в треугольнике ВООі сторона ВО 
меньше стороны ВОі, откуда и следует наше утверждение. 




Рис. 172. 


Но радиус В описанного круга А АВС диаметра 1, наибольший 
угол а которого заключается в пределах 60° ^ а ^ 90° (последнее 
означает, что наш треугольник остроугольный или прямоугольный), 

всегда равен ^ ~ (ср. с первым решением задачи 93 6)); наи- 

большее значение 

К . 1 - 

2 зіп 60° / 3 


он принимает, если а — 60°, и Д АВС равносторонний. Этим и до- 
казывается, что 



причем /?== если А АВС тупоугольный или прямоугольный 

ИЗ 

(если наибольший угол треугольника а ^ 90°) и В = — д— , если 
А АВС правильный (и его наибольший угол а = 60°). [Таким 
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образом, наибольшее возможное значение В достигается для един# 
ственного треугольника диаметра 1, а наименьшее — для мно* 
г и х треугольников ] 

Примечание. На стр. 60 отмечалось, что термин «Описан- 
ный круг (выпуклого) многоугольника» имеет в теории выпуклых 
фигур иной смысл, чем в школьном курсе геометрии. Результат на- 
стоящей задачи показывает, что это расхождение является суще- 
ственным: для тупоугольного треугольника его описанный круг 
(в школьном понимании этого термина) не совпадает с Описанным 
кругом (в смысле данного на стр. 60 определения) — см. рис. 172, а, 
на котором пунктиром изображен описанный круг А АВС. 

Заметим еще, что ниже мы выводим результат задачи 93 б) из 
результата задачи 94 (см. решение задачи г)). Но можно и, наобо- 
рот, вывести результат задачи 94 а) из решения задачи 93 6), где 
было показано, что наименьший содержащий фигуру Р (в данном 
случае А АВС) круг либо содержит две диаметрально противопо- 
ложные точки Р (случай тупоугольного или прямоугольного тре- 
угольника), либо содержит три точки Р, не принадлежащие одной 
полуокружности (случай остроугольного треугольника). 

б) Нетрудно видеть, что если круг х пересекает (не касается, 
а именно пересекает) каждый из отрезков АВ, ВС и СА , то 
его можно уменьшить с соблюдением требований задачи (ср. с ре- 
шением задачи 100); поэтому наименьшим из удовлетворяющих ус- 
ловиям задачи кругов (точнее — предельным для уменьшающихся 
по радиусу кругов х) будет вписанный круг треугольника, касаю- 
щийся всех сторон Т. Таким образом, іпГ р = г 0 , где г о — радиус 
вписанного круга Т (относительно обозначений см. стр. 17). 

Аналогично этому, если круг х пересекает отрезки А В, ВС, С А 
и ограничивающая его окружность а не проходит ни через одну из 
вершин треугольника Т, то х можно увеличить, не нарушая нало- 
женных на него требований (ср. с решением задачи а)). Таким 
образом, можно добиться, чтобы окружность а круга х прошла 
сначала через одну, а затем и через две вершины треугольника Т\ 
при этом, если о проходит через точки В и С, то можно считать, 
что х пересекает отрезок ВС = а. Предположим далее, что сг 
пересекает второй раз отрезок АВ в точке О. Если В смещается 
по стороне А В, двигаясь от А к В, то (в том случае, когда А А 
треугольника Т — острый) радиус р окружности о сначала умень- 
шается, пока В проходит отрезок АР (где Р — основание высо- 
ты СР треугольника), а затем начинает увеличиваться (если А А 
тупой, то р только увеличивается, когда В двигается от А к В; 
объясните сами эти закономерности). Таким образом, «предельны- 
ми» по величине (самыми большими!) здесь будут отвечающий со- 
впадению точки В с вершиной А круг, описанный вокруг 

Д АВС г=5 Т ^его радиус равен 11 (отвечающий совпаде- 

нию точки В с вершиной В) круг, проходящий через точки С и В 
_ „ _ . а 

и касающийся стороны В А в вершине В (его радиус равен ^ 5ІП д » 

ибо хорде ВС длины а здесь отвечает вписанный угол величины В). 
Впрочем, последний круг можно считать пересекающим отрезок АС 
лишь в том случае, если А В ^ А С (сделайте сами чертеж; по- 
чему?); в противном же случае роль «предельного» круга х будет 
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играть проходящий через точки В и С круг, касающийся прямой С А 
„ а 

в точке С; его радиус равен 28ІЮГ' 

Таким образом, если а ^ Ь ^ с и, соответственно этому, 
А 5* В ^ С, то «участвовать в конкурсе на звание наибольшего 

а Ь 

по величине круга я» могут лишь круг радиуса : — т = — — = 

' 2 $т Л 2$шВ 


(описанный круг треувольника Т) и круги радиусов 
с 


2 зіп С 

2ЖІ' ТіІіГТ’ 2 ЖТ- Ясн0 ’ ЧТ0 наибольшим из - этих кругов 


а 

является круг радиуса ^ ^ ^ , проходящий через концы В и С 

наибольшей стороны ВС — а и касающийся в точке В наименьшей 
стороны АВ; поэтому окончательно имеем 


'•о<Р< 


а 

2 зіп В 


(где радиус г 0 вписанного круга легко, разумеется, также выразить 
через длины сторон и углы треугольника Т — это можно даже 
сделать многими разными способами). 

в) Ясно, что если КМі , КМ г , КМ$ ^ Р, то круг с центром К 
и радиусом Р полностью покрывает Д МіМ 2 М 3 ; таким образом, 
наша задача сводится к задаче а) о наименьшем круге, целиком 
покрывающем данный Д МіМ 2 М 3 . Отсюда следует, что кошка К 
должна занять позицию в центре описанного вокруг Д МіМ г М 3 
круга, если Д М,М 2 Мз остроугольный (или прямоугольный), и в се- 
редине наибольшей стороны Д Л1іМ 2 М 3 , если этот треугольник тупо- 
угольный (или прямоугольный); при этом во всех случаях положе- 
ние К кошки определяется однозначно. 

г) Пусть А, В, С — такие три из данных п точек, что наимень- 
ший содержащий их круг К не меньше наименьшего круга, содер- 
жащего любые другие три из наших точек. Мы утверждаем, что все 
наши точки лежат внутри круга К; отсюда и из результата зада- 
чи а) уже сразу следует предложение задачи 93 б) . Допустим, что 
это не так: пусть одна из наших точек (обозначим ее О) лежит 
вне К. Рассмотрим два случая. 

1°. Треугольник АВС — тупоугольный или прямо- 
угольный (рис. 173, а). Если С — .вершина тупого (прямого) 
угла, то в силу результата задачи а) К есть круг с диаметром АВ. 
Если точки А, В и В лежат на одной прямой (рис. 173, а), то, оче- 
видно, наименьший содержащий их круг имеет диаметр АО > АВ, 
что противоречит условию выбора точек А, В и С. Если точки А, 
В, й образуют остроугольный треугольник (рис. 173,6), то в -силу 
результата той же задачи наименьший содержащий их круг есть 
описанный круг, диаметр которого превосходит любую из сторон, 
в частности превосходит АВ, что снова противоречит нашему пред- 
положению. Если же, наконец, треугольник АВІ) тупоугольный иліі 
прямоугольный (рис. 173, в), то, так как угол при вершине П обя- 
зательно осарый (иначе П не может лежать вне круга К), сторона, 
лежащая в этом треугольнике против тупого или прямого, угла, 
больше АВ. Радиус же наименьшего круга, содержащего точки А, 


ЗОЭ 
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В, й, равен половине этой стороны, — и мы снова приходим к про- 
тиворечию. 

2°. Треугольник АВС — о с т р о у г о л ь н ы й (рис. 174). Най- 
дется такая сторона этого треугольника, что треугольник АВС и 
точка О находятся по одну сторону от прямой, на которой лежит 
эта сторона. Пусть для определенности это будет сторона АВ. 

Точка О лежит внутри (или на стороне) одного из трех углов 
САВ, СВА и угла, вертикального с углом АСВ. Если имеет место 
один из первых двух случаев, например, если О лежит внутри (или 
на стороне) угла САВ (рис. 174, а), то соединим точку 7) с точ- 
кой А\ пусть Е есть вторая точка пересечения отрезка Ай с окруж- 
ностью круга К. Если АЕ — диаметр круга К, то Ай больше 
диаметра К, и круг, содержащий А и 7), не может быть меньше К, 
т. е. мы приходим к противоречию. Если же АЕ не есть диаметр К, 
то центр К лежит внутри одного из треугольников ЛЕС и ЛЕВ и, 
значит, один из этих треугольников (например, ЛЕВ) остро- 
угольный. Пусть О' — -такая точка отрезка ЕЕ), что и треуголь- 
ник ЛТЗ'З? остроугольный, т. е. угол АВЭ' острый (в частности, 
точка 73' может и совпадать с О). Наименьший круг, содержащий 
треугольник Ай'В, есть описанный круг; но этот круг больше, чем 
круг, описанный вокруг треугольника ЛЕВ, т. е. чем К (это следует 
из того, что в этом круге на сторону АВ опирается меньший угол). 
С другой стороны, всякий круг, содержащий точки А, 7), В, содер- 
жит также и точки А, О', В, т. е. мы снова пришли к противо- 
речию. 

Нам осталось еще рассмотреть случай, когда точка О лежит 
внутри или на стороне угла, вертикального с углом АСВ 
(рис. 174,6). В этом случае соединим точку 7? с Л и В; хоть один 
из углов 73/17? или йВА будет острым; пусть, например, угол 73ЛТ? 
острый; Е — точка пересечения отрезка 73Л с окружностью круга К. 
Треугольник ЛЕВ остроугольный (/. АЕВ = 2 АСВ, /. ЕВА < 
< / СВА и /- ЕАВ острый по предположению). Дальше повто- 
ряются те же рассуждения, что и выше. 

95. а) Рассмотрим множество центров наших кругов. Так как 
каждые три круга имеют общую точку; то для каждых трех цент- 
ров кругов найдется точка С ), удаленная от каждого из этих цент- 
ров не более чем на г, где г — общий радиус всех кругов системы 
(этим свойством обладает общая точка трех кругов с центрами 
в наших точках). Круг с центром в этой точке <2 и радиусом г 
заключает внутри себя три рассматриваемые точки (центры кругов 
нашей совокупности); таким образом, каждые три из центров кру- 
гов можно заключить в круг радиуса г. Рассмотрим теперь доста- 
точно большой круг, содержащий внутри все наши точки, — пусть 
этот круг ограничен и он уменьшается, стягивая наши точки. Ясно 
(близкие соображения использовались в решении задачи 93 6), а 
по существу — и в решении задачи 94 а)), что наш «стягивающийся» 
круг смогут задержать лишь две точки, попавшие на его перифе- 
рию и являющиеся для круга диаметрально противопо- 
ложными, или три точки, являющиеся вершинами вписанного 
в наш круг остроугольного треугольника. Но поскольку рас- 
стояние между любыми двумя точками и каждые три точки 
можно заключить в круг радиуса ^г, то отсюда следует, что все 
центры кругов можно заключить в круг радиуса г. Последнее же 
утверждение означает, что найдется точка О — центр этого содер- 
жащего все точки круга, — удаленная от центров всех наших 
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кругов не более чем на г. Ясно, что эту точку О будут содержать' 
все круги нашей совокупности кругов. 

б) Построим круги радиусов с центрами во всех наших 


точках. Если диаметр совокупйости точек равен 1, то диаметр лю- 
бого треугольника с вершинами в данных точках <:1. Отсюда и из 
решения задачи а) следует, что для каждых трех из наших точек 
найдется точка <2 — центр наименьшего круга, покрывающего эти 
три точки, — удаленная от каждой из трех точек на расстояние 

V 3 

< 3 і поэтому каждые три из наших кругов будут иметь общую 


точку <2 — будут пересекаться. Но тогда в силу результата зада- 
чи а) все наши круги будут пересекаться. Их общая точка О 

^ К 3 

удалена на расстояние — д— от каждой из п точек; поэтому 

Ѵз 

круг радиуса — с центром О покрывает все наши п точек. 


96. а) Мы знаем (см. задачу 93 а)), что каждую фигуру диа- 
метра 1 можно заключить внутрь квадрата К со стороной 1. Если 
теперь провести четыре касательных к вписанному в К кругу, по- 
добных изображенным на рис. 43, б, которые отсекают от К четыре 
треугольника Ді, Д 2 , Дз и Д 4 (рис. 175, а), то, как легко видеть. 




Рис. 175. 


каждая (внутренняя) точка, скажем, треугольник Д,, удалена от 
каждой (внутренней) точки треугольника Д 3 на расстояние ^1, и 
поэтому, если Д 4 содержит внутри точки фигуры Р (диаметра 1), 
то Да не может содержать таких точек, и наоборот. Точно то же 
самое можно утверждать и про треугольники Д 2 и Д 4 ; поэтому, 
если мы покрыли фигуру Р диаметра 1 квадратом К, то по край- 
ней мере один из каждых двух треугольников Ді и Дз, Д 2 и Д 4 яв- 
ляется «пустым». Последнее утверждение можно расшифровать как 
утверждение о том, что «пустыми» являются либо Ді и Д 2 ; либо 
Ді и Д*; либо Дз и Д 2 ; либо Д 3 и Д 4 , т. е. во всех случаях какие-то 
два соседних из треугольников Ді, Д 2 , Дз и Д 4 , — что и доказывает 
предложение,- составляющее содержание настоящей задачи. 

б) Мы будем рассуждать почти так же, как при решении за- 
дачи а), однако теперь мы исходим не из квадрата К, а из фигу- 
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рирующей в задаче 93 в) шестиугольной «покрышки» Ш. Отсечем 
от Ш шесть «уголков» Ді, Дг, Дз, Д«, Де и Де, представляющих со- 
бой треугольники, ограниченные двумя сторонами угла шестиуголь- 
ника Ш и касательной к вписанной в Ш окружности, перпендику- 
лярной биссектрисе рассматриваемого угла (рис. 175,6). Так как 
по-прежнему все (внутренние) точки, скажем, треугольни- 
ка Ді удалены от любой (внутренней) точки треугольника Д 4 на 
расстояние ^1, то при покрытии шестиугольником ' Ш произволь- 
ной фигуры Р диаметра 1 хоть один из каждых двух треугольников 
Ді и Д 4 , Д 2 и Д 5 , Дз и Де останется «пустым». Здесь всего мы имеем 
восемь вариантов троек «пустых» треугольников, которые можно 
получить, выбирая по одному треугольнику из каждой пары: 
Ді, Д 2 , Дз; Ді, Дг, Де; Ді, Д 5 , Дз; Ді, Д 5 , Де; Д 4 , Дг, Дз; Д 4 , Д 2 , Де; 
Д 4 , Дэ, Дз; Д 4 , Д 5 , Де. Но нетрудно видеть, что каждая из этих 
восьми троек треугольников 'содержит два не соседние (и не проти- 
воположные) треугольника, — чем и доказывается, что изображен- 
ным на рис. 43, д восьмиугольником можно покрыть любую фи- 
гуру Р диаметра 1. 

97. а) Пусть 5 — середина ломанрй АВ, т. е. такая точка, 
что ломаные Л5 и ЗВ имеют одну и ту же длину 1/2. В таком слу- 
чае каждая точка М ломаной такова, что длина ломаной 5 М не 
превосходит 1/2, и тем более расстояние 5А1 < 1/2, откуда следует, 
что круг радиуса 1/2 с центром 5 целиком покрывает ломаную. Та- 
ким' образом, каждую ломаную длины 1 можно покрыть кругом 
радиуса 1/2, и число 1/2 уменьшить нельзя, ибо отрезок длины '1 
невозможно, очевидно, покрыть кругом радиуса <1/2. 



б) Докажем, что всякую плоскую замкнутую ломаную пери- 
метра 1 можно заключить внутрь круга радиуса 1 /4. Пусть А — 
произвольная точка нашей ломаной, В — такая точка ломаной, что 
обе части ломаной, соединяющие точки Л и В, имеют одну и ту 
же длину 1/2, ф — середина отрезка АВ (рис. 176). Проведем 
окружность радиуса 1/4 с центром в точке <5. Мы утверждаем, что 
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вся ломаная будет заключаться внутри этой окружности т. е что 
расстояние от л ю б о й точки М ломаной до точки ф не больше 1/4 
Действительно, пусть М — точка, симметричная М относительно 
точки <Э. Соединим М и М с точками А и В. Так как АМ не боль- 
ше части ломаной, заключенной между точками А и М а ВМ не 
Й Ь хш Ч / СТИ ломаной, заключенной между точками В и М то 
А „ п 1 не б0 * ЛЬШе Ч ^І И ломаіюй ' заключенной между точками 

Ам =вм\ 'з М б тТм>!Ѵм 0 ^ 8* тагятол! 

вытекает, что 


откуда 


Из рассмотрения Д АММ' 

ММ' = 2 (}М < АМ + АМ' = АМ + ВЛ7 < 1/2, 

<?М < 1/4, 

а это нам и требовалось доказать. 

С другой стороны, диаметр ломаной периметра 1 может 
быть сколь угодно близок к 1/2 (так будет, например, в том слу- 
чае, если ломаная представляет собой ромб со стороной Т/4 и очень 
малым острым углом). А так как диаметр круга, содержащего ло- 
маную, очевидно, не может быть меньше диаметра ломаной то ни- 
какой круг радиуса, меньшего 1/4, не может покрывать любую 
плоскую замкнутую ломаную периметра 1. Следовательно иско- 
мое значение радиуса круга равно 1/4. 

98. а) Рассмотрим правильный треугольник АВС со стороной а 
И „ п Р°® еде “ через^ вершину С прямую СР, образующую со сторо- 
ной С А небольшой угол ф (здесь/ 7 — точка стороны А В, рис. 177, а). 



В, 


Пусть далее О - середина отрезка СР, Е - произвольная точка сто- 
р ны АС треугольника, СйС — ломаная, симметричная ломаной 
СЕР относительно точки О. Если Д СРЕ < Д РСВ, то (трехзвен- 
ная) ломаная СОЕР целиком заключается внутри треугольника АВС. 

С другой стороны, нетрудно видеть, что ни в какой равносто- 
роннии треугольник, меньший треугольника АВС, ломаная 
сиьр не может быть заключена. В самом деле, пусть равносторон- 
ний треугольник АіВіСі меньше треугольника АВС, и пусть даже 
ломаная СОЕР сдвинута так, что ее конец С совпадает с одной из 
вершин скажем, с вершиной С і — этого треугольника (самое вы- 
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годное для нас расположение ломаной!). Предположим еще, что 

/. А 1 С І Р А АіСіВі = 30° (в противном случае мы отразим 

просто ломаную от высоты С\Рі треугольника); точку пересечения 
С\Р и А\В\ обозначим через Р\ (рис. 177,6). Из сравнения тре- 
угольников АСР и А\С\Р\ (где А[С\ < АС = а , С\Р\ ^ СР и 
/. С\А\Р\ = А САР = 60°; здесь мы исходим из того, что точка Р за- 
ключена внутри ААіСіРі ‘)) вытекает, что АА^Р\С\ > А АРС (ибо 

8Іп А А^Р^Сі АіС\ _ АС зіп А АРС 
зіп 60° ~С^Г < ~СР зіп 60° ’ 

и оба угла АіР і С 1 и АРС тупые), а значит, А А\С\Р\ < А АСР ; но 
в таком случае лежащая по ту же сторону от С\Р\, что и точка А ь 
вершина Е ломаной СОЕР выйдет за пределы треугольника А^С\Р\, 
а значит, ломаная СОЕР никак не вместится в треугольник А^С \В { . 

Оценим теперь длину ломаной СОЕР. Для того чтобы длина 
ломаной СЕР (составляющей половин^ всей ломаной СОЕР) была 
наименьшей возможной, надо, чтобы имело место равенство 
А РЕА = А СЕС или чтобы прямая РЕ проходила через точку С, 
симметричную точке С относительно стороны АС треугольника АВС 
(рис. 177, а; ср. выше решение задачи 86в)). При этом, очевидно, 

РЕ + ЕС = РЕ + ЕС' = РС, 

так что нам остается лишь определить длину отрезка ВС. 

Пусть теперь точка Р' симметрична точке Р относительно пря- 
мой АС; через Р и <2 мы обозначим основания перпендикуляров, 
опущенных из точек С и Р на прямую С А (точки пересечения С С 
и РР' с СА ); из точки С опустим перпендикуляр СН на пря- 
мую РР'. В таком случае 

РС = УРН 2 + 0 /// 2 . 

кроме того, 

С7/ = Р<Э = -і- С<Э 

И 

ГН = Р<2 + (}Н = Г(} 4- РС = РС} + СР = Р<і + -і- Г<2 = -| РС) 

(Л<Э=-^-С<Э и СР = -^Р(}, ибо СР — средняя линия треуголь- 
ника СРС)). А так как из рассмотрения А СДС) и АСР А заключаем: 

С(} = СР соз ф и Р<3 — СР зіп ф, 
а 

„Р , зіп А. САР а зіп 60° 

0 — ° зіп А СРА ~ зіп (60° + ф) ’ 


') На рис. 177,6 изображен самый выгодный нам случай, когда 
Рі = Р и СіРі = СР. 
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то окончательно имеем 


СО + ОЕ + ЕР — 2 РО' = 2 ]/(| СР зіп ф) 2 + (1 СР соз Ф ) 2 = 

2 а віп 60° /" 9 " І 

~ ЗІП (60° + Ф ) У 4- 81п2 Ф + 7С08 2 Ф = 


а віп 60° 


зіп (60° + ф) 


Кі+8 


ЗІП 2 ф 


( Иб ° -у/' ЗІП 2 Ф СОЗ 2 Ф === У (зіп 2 ф + соз 2 Ф ) + 8 зіп 2 Ф = 

— К I + 8 зіп 2 <р|. 


Мы утверждаем, что при малом угле Ф длина - 


а зіп 60° 


зіп (60° + Ф ) 


X 


X V \ 4 8 зіп 2 ф ломаной СОЕР будет меньше а. Доказательство 
этого несложно, однако оно требует некоторого внимания '). Если 
угол Ф очень мал, то величина зіп Ф очень близка к самому углу Ф 

(в радианной мере; ведь известно, что Нт -2Н1Ф = Л. с другой 
' ф->о Ф /’ 

стороны, соз Ф = 1 - 2 Зіп 2 -| ~ 1 - 2 . (|-) 2 = 1 - так что 
зіп (60° + Ф ) = зіп 60’ соз Ф + соз 60’ зіп <р =« 


: ЗІП 60‘ 


Далее, 


(-*) + 


соз 60° • Ф = зіп 60° + соз 60’ • Ф — 


зіп 60° 


■ Ф 2 = 


= зіп 60’ (і + с% 60’ • Ф - ~ ф 2|. 


а зіп 60’ 
зіп (60’ + Ф ) 


КГТ8зіп 2 ф =аі^.!+ 88Іп2 Ф 

зіп (60° + Ф ) ’ 
зіп 60’ 


’) Читатель, знакомый с основами дифференциального исчи- 
СЛ п'зіп' 50° ОЖеТ г °Р азД0 П Р °Ще доказать, что при малых Ф длина 
зіп (60° + Ф ) ® 8Іп2 Ф ломаной СОЕР будет меньше а: для 

этого достаточно заметить, что при ф = 0 наше выражение обра- 

а зіп 60° 

X 


щается в а, и проверить, что при ф = 0 производная ( - 

\ \5 


, \ зіп (60° + ф) 

ХѴі 4- 8 зіп 2 Ф^ по переменной ф отрицательна [и значит, функция 

а зіп 60’ - — \ 

"зіп (60° + ф) ' 1 + 8 8Іп Ф П Р И возрастании Ф убывает 


/(ф) 
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У 1 + 8 8ІП 2 ф 

так что нам надо лишь оценить множитель /СЛО , , уста- 


новив, что он меньше 1. Но при малых ф 
У 1 + 8ф 2 


5ІП (60° + ф) ’ 
5ІЛ 60° 


У 1 + 8 8ІП 2 ф 

5ІП (60° + ф) 
8ІП 60° 


1 + сі§ 60° • ф — — ф 2 


г 


+ 8ф 2 




+ 8ф 2 


, 2 2 „ 1 , , 1 , 

і 7=г Ф ф 2 ф 3 ф 4 

Уз 3 Уз 4 


А так как при малом ф величина 


У 3 


Ф будет значительно боль- 


то знамена- 


ше чем 8ф 2 также и чем ~ Ф 2 , у=Ѵ и Ф 1 ). 

тель дроби, стоящей в последнем выражении под знаком радикала, 
будет больше числителя, и значит, вся дробь будет меньше 1. 

Итак, мы установили, что можно найти такой угол ф, что дли- 
на / полученной ломаной будет меньше а 1 ). Поэтому можно 
найти такую ломаную СОЕР, длина I которой равна 1, в то время 
как сторона а наименьшего равностороннего треугольника, в 
который можно заключить ломаную, будет больше 1. Но в таком 
случае в треугольник со стороной Ь, где а> Ь > 1, заведомо нельзя 
будет заключить любую ломаную длины 1 — так, например, в 
этот треугольник нельзя будет заключить найденную ломаную 
СОЕР. 

Примечание. С помощью дифференциального исчисления 

8ІП 60° г ■ , 

нетрудно подсчитать, что выражение $іг) _|_ у V • + ° 8Ш Ф 

достигает своего минимума при ф = фо « 3,67°; этот минимум ра- 
вен /о « 0,982. Таким образом, длина стороны наименьшего тре- 
угольника, в который можно поместить построенную ломаную 

СОЕР, отвечающую углу фо « 3,67°, равна — 1,018. Существует 

I о 

предположение, что это значение является «самым лучшим» в том 
смысле, что в каждый равносторонний треугольник со стороной 

а » 1,018 можно заключить каждую ломаную (и даже 
*о 


*) С помощью таблиц легко найти, например, что 
8ІП 60° 


8ІП6Г 


■Уі +8 8іп 2 1° » 0,99 < 1. 
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более того — каждую кривую) длины 1 , в то время как в правильный 

треугольник со стороной Ь < -г- нельзя заключить, например, по- 

строенную выше ломаную СйЕР\ однако это предположение (вы- 
сказанное видным английским математиком А. С. Безиковичем 
[88]) никем до сих пор не доказано. , 

б) Пусть МЫ...Т — выпуклая ломаная, А іі — луч, располо- 
женный по ту же сторону от прямой МТ, что и ломаная ММ . . . Т, 
и образующий с этой прямой угол 1А Х Т = 60°; при этом точку А { 
мы выберем на продолжении ТМ за точку М так далеко от этой 
точки, что луч А іА не задевает ломаную МЫ . . . Т. Будем двигать 
точку А і по направлению к точке М до тех пор, пока луч АіЬ не 
«упрется» в ломаную МЫ...Т ; это положение луча мы обозначим 
через АК, а точку (или одну из точек) его соприкосновения с лома- 
ной МЫ...Т — через Р (точка Р может и совпадать с М-, 
рис. 178, а, б). Отложим на луче АК отрезок АС = 1 и построим 



Рис. 178. 


равносторонний треугольник АВС со стороной 1, стороны АС и АВ 
которого принадлежат лучам АК и АТ. Мы утверждаем, что если 
длина ломаной МЫ . . . Т не превосходит 1 , то эта ломаная целиком 
принадлежит построенному треугольнику АВС. 

В самом деле, пусть наше утверждение не имеет места и дуга 
Р. . .Т ломаной пересекает сторону СВ треугольника АВС в (отлич- 
ной от В!) точке (), как это изображено на рис. 178, а, б. Проекции 
точек Р и <2 на прямую АВ обозначим через Р \ и <2,; так как 
К. РАРі = К <ЗВ<2і = 60°, то, очевидно, РР і ^ АР і (знак равен- 
ства относится к тому случаю, когда точка А совпадает с Р и дли- 
ны обоих «отрезков» АР і и РРі обращаются в 0; рис. 178,6) и 
<2<2і > <2іВ; кроме того, очевидно, Р<2^Р\(}і. А теперь имеем 

дл. МЫ . . .Т = дл. М . . . Р + дл. Р. . . (2 + дл. <2 . . Т ^ 

> Р,Р + РС2 + <2<2і > АРі + р і<2і + <2.3 = АВ =-- 1, 

что противоречит нашему предположению о том, что дл 
МЫ ...Т < 1. 

Таким образом, сторона наименьшего правильного треуголь- 
ника, внутрь которого можно поместить любую выпуклую лома- 
ную длины 1, равна 1. 
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99. а) Пусть 5 0 — какая-то окружность, пересекающая все п 
наших прямых. Будем последовательно уменьшать эту окружность. 
Прежде всего, если окружность 5о не касается никакой из наших 
прямых, то ее можно заменить концентрической с ней меньшей 
окружностью 5і, касающейся одной из прямых (а именно той, ко- 
торая дальше всего отстоит от центра 5 0 — рис. 179, а). Далее, 
если 5і касается единственной нашей прямой о, то мы можем 
еще уменьшить 5і, сохраняя точку касания 5і с а и приближая 



Рис. 179. 


центр 5і по перпендикуляру к а до тех пор, пока полученная 
окружность 5 2 не коснется еще одной прямой Ь (см. рис. 179,6). 
Далее, если окружность 5 2 касается только двух непараллельных 
прямых а и Ь, или если она касается большего числа прямых, но 
содержит ограниченную точками касания с прямыми а и Ь дугу, 
большую 180° и свободную от точек касания с другими нашими пря- 
мыми, то эту окружность можно продолжать уменьшать, оставляя 
ее касающейся прямых а и Ь — для этого достаточно сдвинуть 
центр окружности по биссектрисе образованного прямыми а и Ь 
угла, приближая его к точке пересечения а и Ь (рис. 179, в). Та- 
ким образом, мы убеждаемся, что существует окружность 5, пере- 
секающая все наши прямые и либо касающаяся двух параллельных 
прямых а и Ь, либо касающаяся трех прямых а, Ь и с, образующих 
описанный вокруг 5 треугольник (ср. с первым решением зада- 
чи 93 б)). 
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Но ясно, что если среди наших прямых есть две параллельные 
прямые а и Ь, то радиус никакой пересекающей их окружности не 
может быть меньше половины расстояния между прямыми; поэтому 
расстояние между а и 6 не больше 2, а значит, радиус нашей 
окружности 5 не больше 1. Если же среди наших прямых есть три 
прямые а, Ь и с, образующие описанный вокруг 5 треугольник, то 
никакая окружность, пересекающая о, Ь и с, не может быть мень- 
ше 5: в самом. деле, в этом случае три полосы ширины <2 г (где 
г «-радиус 5), для которых прямые а, 6 и с являются средними 
линиями, не имеют общих им всем точек (рис. 180) и, значит, 



не существует точки, удаленной и от а, и от Ь, и от с на расстоя- 
ние, меньшее г. Поэтому в этом случае г ^ 1, что нам и требова- 
лось доказать. 

б) В силу результата задачи а) нам достаточно доказать, что 
каждые три из рассматриваемых прямых можно пересечь кругом 
і/Т- 

радиуса ^ Но наши три прямые образуют треугольник, каждая 


сторона которого =^1; поэтому периметр Р треугольника <;3. Обо- 
значим через г радиус вписанного круга этого треугольника. В силу 
результата задачи 72 б) из всех описанных вокруг круга радиуса г 
треугольников наименьший периметр Р (равный, как легко видеть, 
6 [^3 г) имеет правильный треугольник; поэтому для любого 
треугольника ^величины г и Р связаны неравенством 6(^3 

Р /3 3 I 3~ 

' — ' А так как в нашем случае Р 0 — 


18 


3, то г ^ 


18 


/3 

6 


что и доказывает требуемое утверждение. 


То, что оценку задачи улучшить нельзя, показывает пример 
трех сторон правильного треугольника со стороной 1. 

100 . а) Решение этой задачи очень похоже на решение задачи 
93 б) . Заметим прежде всего, что наибольший круг к, заключаю- 
щийся внутри выпуклого многоугольника АІ, обязательно касается 
либо двух параллельных сторон Л1, либо трех сторон АІ, образую- 
щих описанный вокруг к треугольник. В самом деле, если круг к 
не касается ни одной стороны АІ, то мы можем, не меняя центра к, 
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«раздувать» его до тех пор, пока он не коснется стороны М 
(рис. 181, а). Далее, если к касается единственной стороны а 
многоугольника М, то мы также можем увеличить к, не выводя его 
за пределы многоугольника М; для этого достаточно сдвинуть 
слегка к перпендикулярно а, отодвинув его от а, а затем увели- 
чить к прежним способом (рис. 181,6). Наконец, если к касается 
двух непараллельных сторон а и Ь многоугольника М, то 
мы также можем увеличить к , предварительно сдвинув его слегка 
в направлении биссектрисы образованного а и 6 угла (рис. 181, в ) ; 





также можно поступить и в том случае, когда к касается трех (или 
более) сторон М, не образующих описанного вокруг к тре- 
угольника (рис. 181, г). 

Но если наибольший круг к из всех кругов, заключающихся 
внутри М (Вписанный круг М в смысле приведенного на стр. 60 
определения) касается двух параллельных сторон /і и Іг много- 
угольника М (рис. 182, а), то его радиус г равен половине ширины, 

образованной прямыми 1\ и I % полосы, и значит, г так 

2 , о 

как ширина этой полосы в силу условия задачи равна здесь Н 
Пусть теперь круг к радиуса г касается трех сторон /*, Іг и /з мно- 
гоугольника М, образующих описанный вокруг к (и одновременно 


Н Д. О. Шклярский и др. 
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вокруг М\) треугольник АВС (рис. 182,6). Обозначим стороны 
А АВС через а, Ь и с, а его высоты — через Н а , Н ь и й с ; пусть еще 
о > 4 ^ с и, значит, Н а ^ Нь ^ Н с . Так как 

8 АВС = \ ( а + Ь + с ) Г = 4" аЛа ’ 

ТО 

, а + 6 + с ( * \ Ъ . с \ 0 

Н а г = Н г < Зг, 

а \ а а У 

и, значит, 

. 1 , 
г> т И а . 


Но высота Н а описанного вокруг М треугольника АВС никак не 
может быть меньше ширины 1 многоугольника (см. рис. 182,6); 
поэтому На ^ ІИ 



что нам и требовалось доказать. 

б) Равенство г = — имеет место, скажем, если М есть пра- 
вильный треугольник ширины 1 — равносторонний треугольник 



Рис. 182. 


с высотой 1: ясно, что в него нельзя заключить никакого круга 
радиуса >у. 

101 . а) Ясно, что разбиение множества точек на три части, 
удовлетворяющее условию задачи, легко произвести в том случае^ 
когда число п точек равно 2 (при этом одна из частей будет даже 
обязательно «пустой», т. е. не будет содержать ни одной точки) 
или п = 3. Воспользуемся теперь методом математиче- 
ской индукции: предположим, что для каждой совокупности 
из п точек утверждение задачи доказано, и покажем, что в таком 
случае оно будет справедливо и для совокупности из п + 1 точек. 
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Из результата задачи 87 а) вытекает, что либо каждая точка 
системы т точек является концом ровно двух «диаметров» системы, 
либо хоть одна точка является концом единственного диаметра 
(ибо в противоположном случае общее число диаметров было бы 
; больше т\ ср. с решением задачи 87а)). Таким образом, в нашей 
І системе п + 1 точек наверняка найдется точка А, являющаяся кон- 
■ цом не более чем двух диаметров. Исключив из рассмотрения точ- 
ку А, мы получим систему п точек, которую, согласно предположе- 
нию индукции, можно разбить на три части меньшего диаметра. 
Присоединив теперь точку А к той подсистеме, которая не содер- 
жит концов исходящих из А диаметров, мы разобьем п + 1 точек 
на три части меньшего диаметра. 

б) Распределим множество вершин многоугольника *) М 
между тремя подмножествами, каждое из которых имеет диаметр, 
меньший диаметра всего множества вершин многоугольника. Далее, 
разобьем весь многоугольник на три части так, чтобы порожденное 
этим разбиением многоугольника распределение множества вершин 
многоугольника на три подсистемы было именно тем, о котором 
было сказано в начале решения задачи. При этом в силу резуль- 
тата задачи 78 а) * 2 ) каждая часть многоугольника М будет иметь 
меньший диаметр, чем весь многоугольник. 

102. а) Решение этой задачи очень близко к решению зада- 
чи 101 а). Ясно, что если число точек п ^ 4, то требуемое разбие- 
ние совокупности п точек на четыре части возможно (при п < 4 
некоторые из частей будут даже «пустыми»). Предположим теперь, 
что мы уже доказали возможность распределения между четырьмя 
совокупностями точек меньшего диаметра системы из п точек и 
рассмотрим систему из п + 1 точек. Заметим, что из результата 
задачи 87 б) вытекает, что в любой совокупности т точек диамет- 
ра 1 имеется точка, из которой исходят не более трех диаметров 
системы. В самом деле, если бы из каждой точки исходило не ме- 
нее четырех диаметров, то общее число диаметров в системе т 
точек было бы не менее чем 

-у (4т) - 2т 

(ибо из каждой из т точек исходит четыре или большее число диа- 
метров и каждый диаметр имеет два конца), в то время как число 
диаметров не может превосходить 2т — 2. Исключив теперь из си- 
стемы п + 1 точек одну точку А, из которой исходит не более трех 
диаметров, мы в силу предположения индукции сможем разбить 
оставшиеся п точек на четыре части с соблюдением условия задачи; 
после этого нам останется лишь присоединить точку А к той части, 
в которой нет конца ни одного из исходящих из А диаметров. 

б) Разобьем на четыре части совокупность вершин много- 
гранника М с соблюдением условий задачи а); затем разобьем на 


*) Нетрудно заметить, что требование выпуклости многоуголь- 
ника М в приведенном рассуждении не используется. 

2 ) Ссылка на результат задачи 78 а) подразумевает, что в ка- 
честве вершин (многоугольных) частей М выступают лишь ка- 
кие-то вершины всего многоугольника (чего легче достигнуть, если 
многоугольник М выпуклый-, ср. с подстрочным примечанием на 
стр. 93). 
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четыре части сам многогранник так, чтобы при этом вершины мно- 
гогранника распределились между четырьмя его частями в соответ- 
ствии с уже установленным их распределением. В силу результата 
задачи 78 б) диаметр каждой из четырех частей многогранника бу- 
дет меньше диаметра самого многогранника. 

103. а) В этой задаче речь идет о разбиении круга Кр единич- 
ного диаметра на п «возможно меньших» частей Р\, ... Р„, причем 
выражение «возможно меньших» имеет следующий точный смысл: 
требуется, чтобы диаметр наибольшей (по диаметру) из частей 
был возможно меньше (т. е. ищется величина гпіп шах Р,). Далее 

і 

мы будем рассматривать отдельно разные значения п. 

1°. п = 1. Равенство 6(1, Кр) = 1 очевидно: ведь 6(1,7') = 1 
для всех Р. 

2°. п = 2. Ясно, что если разбить круг Кр на две части Р і и 
Рг, то тем самым разобьется на две части /і и / 2 также и ограни- 
чивающая Кр окружность Окр. (Если вся окружность Окр цели- 
ком принадлежит одной из частей Р і или Рг круга Кр, то диаметр 
соответствующей части Кр будет равен 1.) Пусть Л — одна из то- 
чек соприкосновения участков /і и (г окружности Окр (каждый из 
которых может состоять из многих частей), а В — точка, диамет- 
рально противоположная А. Ясно, что та из частей /і и / 2 окруж- 
ности Окр, которая содержит точку В, имеет диаметр 1; поэтому 

6 ( 2 . Кр)=\ (= 6 ( 1 , Кр)). 


3°. п = 3. Если круг Кр разбит на три части Р і, Рг и 7 3 , то 
тем самым и ограничивающая Кр окружность Окр разбита на три 
части /і, [г и )а. (Здесь также можно игнорировать возможность 
того, что какая-то из частей Р і, Рг и Ре круга Кр вовсе не содер- 
жит точек Окр.) При этом (дуговая) длина хоть одной из частей 
Іі< Іг и и окружности Окр (каждая из которых может состоять из 
многих дуг) будет 120°; но в таком случае эта часть Окр обя- 
зательно содержит точки, отстоящие одна от другой на дуговое 
расстояние ^ 120°, т. е. такие точки, что соединяющая их хорда 


стягивает дугу ^ 120°, и значит, сама хорда 


/3 


<«*>-!?- 


= $іп60°есть длина хорды круга Кр, стягивающей дугу в 120°). 
Разбить круг Кр на три части диаметра , очевидно, можно 
(рис. 183, а); поэтому 


6 (3, Кр) = 


П 
2 ” 


4°. п — 4, 5 или 6. Совершенно как выше, заключаем, что если 
круг Кр разбит на четыре, на пять или на шесть частей, то хоть 
одна из соответствующих частей / 2 , ... окружности Окр будет иметь 

(дуговую) длину >90°^=-^-|, соответственно > 72° (= 

( 360° \ * 

= — О — I. Но в таком случае эта часть окружно- 


сти Окр содержит точки, удаленные друг от Друга на угловое рас- 
стояние ^ 90°, соответственно ^ 72° и 60°, т, е. точки, отстоя- 
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V 2 

щие одна от другой на расстояние > , соответственно 

V 10 -2)^5 и > ~ (величины = $іп 45°, Ѵ^Ю — 2)/~5 = 

— 5Іп 36° и = 5Іп 30° суть длины хорд окружности Окр, стягиваю- 
щих дуги и 90°, в 72° и в 60°). Разбить круг Кр на четыре части 



Рис. 183. 

диаметра , на пять частей диаметра ]/і0 — 2 У~5 и на 
шесть частей диаметра очевидно, можно (рис. 183, б — г); поэтому 

6 ( 4 ,Кр) = ^-; 6 ( 5 , Кр) = \ Ѵ\0-2Ѵъ , 6 ( 6 ,К Р ) = \. 

5°. п = 7. Если круг Кр разбит на семь частей так, что все эти 
части содержат части окружности Окр, то та из частей, которой 

принадлежит центр О круга Кр, имеет диаметр ^ Если же круг 

разбит на семь частей так, что не больше шести из них содержат 
точки окружности Окр, то Окр разобьется на шесть (или меньше) 
частей, и, как выше, получим, что хоть одна из этих частей 
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на семъ ча 


окружности Окр имеет диаметр . Разбить круг Кр 

стей так, что диаметр каждой из этих частей ^тг> очевидно, мож- 
но — ведь Кр можно разбить и на шесть частей с соблюдением по- 
следнего условия. Таким образом, имеем 


6(7, Кр) = - 


(=6(6, Кр))- 


б) Здесь требуется разбить на возможно меньшие части квад- 

Ѵ~2 

рат Кв диаметра 1, т. е. квадрат АВСО со стороной — ^ — и Д»аго- 
налью 1. 

1°. п = 1. Ясно, что 6(1, Кв) = 1. 

2°. п = 2. Если квадрат Кв АВСй разбит на две части Рі и 
Рі диаметра < 1, то его противоположные вершины принадлежат 
разным частям; пусть, например, вершины А 
и В принадлежат части Р і, а вершины С и 
й — части Р 2 . Если при этом середина Е сто- 
роны ВС принадлежит части Р і квадрата, то, 
очевидно, 



а : = а (Рі) > ае = /лв 2 + ВЕ 2 = 

-V 


- , і . /ю 

2 8 4 1 


Рис. 184. 


где й(Р і) — диаметр части Р ( , а, если Е при- 

/І0 

надлежит части Р 2 , то <і 2 = д (Р 2 ) ^ — . 

Таким_образом, во всех случаях хоть одно из чисел д\ и й 2 будет 

/То „ і/То 

— 2 — . Так как разбить Кв на две части диаметра — возмож- 


на 


но (рис. 184), то 


6 (2, Кв) = 


/ 10 


3°. п — 3. Если квадрат Кв = АВСй разбит на три части Рі, 
Рг и Р з, то какие-то две его вершины принадлежат одной части. 
Если эти две вершины квадрата противоположные , то диаметр со- 
ответствующей части равен 1, т. е. очень велик; поэтому мы можем 
считать, что одной части (скажем, Рі) принадлежат две соседние 
вершины А и В квадрата Кв. Пусть К и В — точки сторон АО и 
ВС квадрата Кв, принадлежащие той же части Рі, что и верши- 
ны Л и В, и наиболее удаленные от А, соответственно от В; обо- 
значим еще АК — х и ВЕ = у (рис. 185, а). В точке К сходятся 
две части разбиения квадрата Кв, скажем, Р\ и Р 2 . Если при этом 
вершина С также принадлежит части Р 2 квадрата, то 

й ѣ = а (Р^ > вк, й 2 = а (Р 2 ) > ск. 
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откуда, аналогично случаю 2°, 
диаметров йі и с1 2 частей Р і 


устанавливается, что хоть один из 
и Р 2 будет ^ ’ 


ѵл, т ш до і о иди 1 1 по 

:і/Т1 

V 2^8 4 ’ 


что не дает никакой выгоды по сравнению с разбиением Кв на две 
части. Поэтому мы можем считать, что вершина С квадрата при- 
надлежит той части Р 3 , которая сходится с Рі в точке С и (по 
аналогичной причине) вершина П принадлежит части Р 2 квадрата 1 ). 




Рис. 185. 

Обозначим теперь через N точку стороны СП, в которой схо- 

ѴТ 

дятся части Р 2 и /V, пусть СЫ = г, П1Ѵ = — ■ — г (рис. 185, а). 

[Точка N стороны СП, в которой сходятся части Р 2 и Рз, обяза- 
тельно существует, ибо вершина П принадлежит Р 2 , а вершина 
С — Рз] с другой стороны, ни одна точка стороны СП не принад- 
лежит части Р і квадрата, ибо в противном случае мы имели бы 
йі = <і(Р і) ^ АЫ и й(Р і) ^ ВЫ, а хотя бы один из отрезков АЫ 

и ВЫ ^ ^ В таком случае мы имеем 

й, = й(П 1 )>ИП = |/1 + «/ 2 и = |/у + * 2 ; 

далее 

а 2 ^сцр 2 )>кы=у Г [Ц — *) 2 + (нг ~ *)* 

И 

<*з = <*(н 3 )>ііѵ = ]/ [ Ѵ ^. — у) 2 + г 2 . 

Нетрудно понять (и доказать, что мы и сделаем несколько 
ниже), что наиболее выгодным является такое разбиение Кв на 
части Р і, Р 2 и Рз, когда 

ЛС = ВК — КЫ = ЬЫ, 


4 ) Рассмотрите сами (менее выгодный) случай, когда и в точ- 
ке К, к в точке С сходятся части Р і и Р 2 квадрата. 
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т. е. когда 



Из этих равенств получаем прежде всего 

ѴТ У2 

Х = у и г = ~2 Т* е. 2 = -^—, 


откуда далее следует, что 

х(=у)=^- и АЬ'тВК-КН’-ЫГ-.Ё™. 
Докажем теперь, что действительно 


6(3, Кв) 


V ізо 

іб • 


Прежде всего, ясно, что квадрат можно разбить на три части 


диаметр каждой из которых равен 


V ізо 


16 


; такое разбиение изо- 


бражено на рис. 185,6, где АК = ВР = (= АВ^, а СЫ => 


ИК = -^~ ( = 4" ей) и > очевидно, а 1 =АВ = 


ВК- 


|/Тзо 

іб 


а 2 = а 3 = к к = ілг = ср = йР = 


V ізо 

іб 


Почти так же легко уста- 


навливается, что если квадрат Кв разбит на какие угодно три 

части Ру, Р 2 и Р 3 , то диаметр хоть одной из них н е 

К 130 „ 

меньше — . В самом деле, если на рис. 185, а 


ВК 


=Ѵ т +х2 < 


уш 

16 


АЬ 


-У т+»’ 


УШ 


16 


и СХ 


У2 
16 
У 2 


У 2 


то х <“ 7 Е и у< — ; но в таком случае йК = 


У 2 7 ^ 2 

2 Х> 16 


7 У~2 


■у > — ^ — и так как хоть один из отрезков 


У~2 1 

СЫ = г и ИМ = 2 не меньше АВ 

из отрезков ЬЫ и /СЛ/ 

> 


/ 2 


то хоть один 


Поэтому 


Уш 


6(3, Кв) - 


16 
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4°. я = 4. Пусть квадрат /(в разбит на четыре части Р і} Р 2 , Рз 
и Р\. Если при этом две вершины Кв принадлежат одной и 

^ і /"2 ( 

той же части, то диаметр этой части ^ — — , т. е. велик (ведь 

величина мало отличается от б (3, Кв) = | і 

поэтому нам выгоднее считать, что все четыре вершины принадле- 
жат четырем разным частям. Но в этом случае диаметр той из 
частей, которая содержит центр <3 квадрата 

Кв, не меньше расстояния у от 5 до вер- 
шин квадрата. Разбить Кв на четыре части 
диаметра -у, очевидно, можно (рис. 186). Та- 
ким образом, 

6(4, Кв) = 4-. 



Рис. 186. 


в) Эта задача связана с разбиением на 
возможно меньшие части равносторонне- 
го треугольника Тр со стороной 1. 

1°. я = 1. Ясно, что 6(7р, 1) = 1. 

2°. п — 2. Так как хоть одна из двух частей Р і и Р 2< на кото- 
рые разбивается треугольник Тр = АВС, содержит две вершины Тр, 
расстояние между которыми равно 1, то и 

6 (2, Тр) = 1. 

3°. п = 3. Пусть С — центр правильного треугольника Тр = 
= АВС\ тогда расстояние ме_жду любыми двумя из точек А, В, С 

Ѵ~з . , Кз 


и <2 будет ^ 


(ибо 


это радиус описанной вокруг Тр 


3 3 

окружности). Но при разбиении Тр на три части Рі, Р 2 и Р 3 хоть 
одна из них будет обязательно содержать две 
из наших четырех точек; поэтому диаметр 

. Кз 

соответствующей части будет ^ , 

о 

рассуждение доказывает, что 6(3, Тр) ^ 
из рис. 187 следует, что разбить Тр на три 

Кз 

части диаметра — ^ — можно, т. е. что 



Это 

/з\ 


3 

6(3, Гр). 


КЗ 

3 


4°. п = 4 или 5. Пусть А і, В і и С і — середины сторон (пра- 
вильного) треугольника Тр^АВС (рис. 188, а); в таком случае 
расстояние между любыми двумя из шести точек А, В, С, А і, В і, С і 

будет Но при разбиении Тр на четыре части или на пять 

частей обязательно найдется часть, содержащая две из этих шести 
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точек; диаметр этой части будет Из этого рассуждения 

следует, что 6(4, Гр) и 6 (5, Т р) у; с другой стороны, 

С С 



изображенное на рис. 188,6 разбиение Тр на четыре части доказы- 
вает равенство 

6(4, 7» = у. 

Ясно, что тем более и 

6(5, 7» = і 


Примечание. Аналогично случаю 4°, используя изображен- 
ные на рис. 189, а десять точек, расстояние между каждыми двумя 


Г 



из которых ^ у, 


можно установить, что 

1 


6(9, Тр)>±і 


рис. -189, б доказывает, что 6(9, Тр)=-~. 

О 

104. а) Любую плоскую фигуру Р диаметра 1 можно заклю- 

іЛГ 

чить в правильный шестиугольник Ш = АВС ОБО со стороной — — • 

3 
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и оо аМ Л Тр0 ц вписанного круга 1 (рис. 190, а; см. выше зада- 
чу 93 в)). Но легко видеть, что каждый из изображенных на 
рис 190 пятиугольников ОМВСЫ, СШОЕР и ОРОАМ имеет диаметп 
^3 

— 2~ (Диаметры этих пятиугольников равны длинам отрезков ММ, 

ИР и РМ — сторонам правильного треугольника, вписанного во впи- 
санный круг шестиугольника Ш). Разбиение шестиугольника Ш на 



эти три пятиугольника порождает разбиение фигуры Р на три ча- 
сти, диаметр каждой из которых ^ . 

б) Каждую плоскую фигуру диаметра 1 можно заключить 
внутрь квадрата Кв со стороной 1 (рис. 190,6; см. выше зада- 
чу 93 а)). Разбив Кв средними линиями на четыре меньших квад- 

У~2 

рата диаметра — ^ > мы тем самым разобьем и Р на четыре части 
• 2 

диаметров <1 . 

в) Обратимся снова к фигурирующему в решении задачи а) 

правильному шестиугольнику Ш = АВС ЭЕ О со стороной — , 

описанному вокруг фигуры Р диаметра 1. Нетрудно видеть, что 
изображенные на рис. 190, в шестиугольник аЬсйе / и шесть 
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пятиугольников АМа{8, ВС^ЬаМ, СЫсЬО, ИРЛсЫ, ЕРейР и 08\еР 
имеют диаметр откуда , как и выше, следует возможность раз- 


биения Р на семь частей диаметра ^ 

105. а) Так как единичный круг, касающийся К, очевидно, ви- 
ден из центра О круга К под углом 60°, то к К нельзя приложить 
, ( 360° \ 

больше шести I == 1 непересекающихся единичных кругов. 

Шесть кругов, очевидно, приложить можно (рис. 191, а). 



б) Если 0^ и Ог — центры двух приложенных к К единичных 
кругов Кі и Кг таких, что О і не лежит внутри Кг, а Ог не лежит 

внутри Ки то ОіОг > 1, ООі = ООг = 2 и/ 0 { 00 2 > 2 агсэіп^- » 

4 

« 29,0°. Отсюда вытекает, что к 5 можно приложить не больше 12 

360° 


12 есть целая часть дроби 


29° 


единичных кругов так, что ни 


один из них не будет содержать внутри себя центр другого круга; 
12 кругов, очевидно, приложить можно (рис. 191,6). 

в) На рис. 191, в показано, что 18 кругов, удовлетворяющих 
условию задачи, разместить можно (шесть кругов рис. 191, в имеют 
центры в вершинах правильного шестиугольника, вписанного в К, 
остальные 12 — в вершинах квадратов, построенных на сторонах 
вписанного шестиугольника вне его; ср. с рис. 208 ниже). То, что 
больше 18 кругов разместить нельзя, следует из результата зада- 
чи 118: при таком расположении центры всех кругов (включая 
центр О круга К) образовывали бы систему из 20 или больше то- 
чек, заключенных внутри круга радиуса 2 с центром в одной из 
этих точек О и таких, что расстояние между каждыми двумя из 
этих точек не меньше 1, в то время как в силу задачи 118 6) такой 
системы точек не может существовать, 
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106 . Первое решение. Пусть О — центр основного квад- 
рата К, О і и 0 2 — центры приложенных к нему непересекающихся 
квадратов /Сі и /Сг (рис. 192, а). Так как наименьшее расстоя- 

1 

ние от центра единичного квадрата до его границы равно -у, то 
отрезки ОіО, 00 2 , 0і0 2 не меньше 1. Далее, так как квадраты К 
и Кі соприкасаются в некоторой точке А, то 00\ ^ О А + ОіА ^ У 2 

(ибо наибольшее расстоя- 
ние от центра единичного 
квадрата до его границы 

ѴТ 

равно — 



Следователь- 


но, точки О і и 0 2 лежат вну- 
три кольца с центром О, ог- 
раниченного окружностями 


1 

2 

3 

8 

ш 

2 

7 

В 

5 


радиусов 1 и |/2 ; а так как 0,0 2 ^ 1, то угол 0,00 2 в силу 

результата задачи 20 не меньше 2 агсзіп — 41,4°. Отсюда 

2|/2 

следует, что к квадрату К нельзя приложить больше восьми непе- 
ресекающихся единичных квадратов, так как 9-41,4° > 360°; во- 
семь квадратов к квадрату К приложить, очевидно, можно 
(рис. 192, б). 


Примечание. Эту задачу можно также 
зуясь тригонометрическими таблицами. 2 агсзіп 



решить, не поль- 

1 

-г=г есть угол при 

2|К2 

вершине равнобедренного тре- 
угольника с боковыми сторонами 
}/ 2 и основанием 1. Приложим 
друг к другу девять таких тре- 
угольников так, как это указано 
на рис. 193. Сумма длин основа- 
ний всех этих треугольников бу- 
дет превосходить длину окружно- 


р сти радиуса ]^2 : действительно, 

ИС ' 2л У 2 < 2-3,14-1,42 < 8,93 < 9. 

Отсюда вытекает, что 9-2 агсзіп — ^=г>360°, а это нам и требова- 

21/2 


лось показать. 
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Второе решение. Пусть АВСО — исходный квадрат К ; 
длину его стороны мы примем за единицу. Рассмотрим квадрат 
А'В'С'О' со стороной 2, имеющий общий центр с квадратом К и 
те же направления сторон (рис. 194); периметр квадрата А'В'С'О ' 
очевидно, равен 8. Покажем, что длина I части периметра квадрата 
А'В'С'О', высекаемой стороной одного из прикладываемых квадра- 
тов, не может быть меньше 1; отсюда будет следовать, что к К 



нельзя приложить больше восьми не налегающих друг на друга 
квадратов. Рассмотрим все возможные положения приложенного 
квадрата. 

1°. Пусть ни одна из вершин квадрата А’В'С'О' не попадает 
внутрь приложенного квадрата (случаи квадратов ЕРОН и ЕіРіОЛі 
на рис. 194, а). Если при этом лишь одна вершина приложенного 
квадрата попадает внутрь квадрата А’В'С'О' (как в случае квадра- 
та ЕРОН), то, обозначив угол между сторонами ВС и ЕР через а, 
будем иметь 

/ = ЛЛѴ = МЯ + ЯЛГ= ЕР І ё а + ЕРсІ ё а = ^({ ё а + -М = 

Если же две вершины приложенного квадрата попадут внутрь; 
квадрата А'В'С'О' (как в случае квадрата ЕіРіОЛ і) , то очевидно, 
I — М 1 Л Г 1 IV ііі = 1. 

2°. Пусть одна из вершин квадрата А'В'С'О' попадет внутрь 
приложенного квадрата (квадраты АР г ОЛг, Е 3 Р 3 0 3 Н 3 и ЕЛЛЛх 
на рис. 194,6). Если приложенный квадрат своей вершиной примы- 
кает к квадрату АВСО в отличной от вершины точке границы (слу- 
чай квадрата Е3Р3О3Н3), то 

і = МВ' + В’И = { РВ ' + Я'<2) + (С2./Ѵ - РМ) = 1 + (С}Ы - РМ). 
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Но (рис. 194, б) 

РМ = Е г Р і в <х, ^N = п^ іда, Р<2 — Е 3 Р = рв — Е 3 В > О, 

так как а < 45°. Следовательно, <3 N > РМ и / > 1 . Эти же рас- 
суждения применимы в том случае, когда приложенный квадрат 
примыкает вершиной к вершине квадрата АВСй (случай квадрата 
АР 2 О 2 Н 2 ) ; в этом случае только Р'М' = С}Ъ' и, следовательно, 
/ = М'А' + Л'ЛГ = 1 . Наконец, если приложенный квадрат примы- 
кает к вершине квадрата АВСй стороной (случай квадрата 
ЕіЕіОіНі), то 

I = Л4,0' + П'ЛГ, > Л4,ЛГ, > С 4 Р 4 = 1. 

Таким образом, во всех случаях длина части МN периметра 
А' В' СЪ' действительно не может быть меньше 1. 

107. а) Ясно, что стороны АВ треугольника Т == АВС во внут- 
ренней точке этой стороны может касаться лишь один не пересе- 
кающий Т, равный ему и параллельно ему расположенный тре- 
угольник, ибо два таких треугольника Г, и Т 2 обязательно пере- 
секутся (сделайте чертеж!). При этом, если есть такой треугольник 
Т і, который соприкасается со стороной АВ треугольника Т, то к 
вершине А (и к вершине В) может примыкать не более чем один 
не пересекающий ни Т, ни 7\ треугольник Тг (равный Т и парал- 
лельно Т расположенный); если же такого треугольника Т і нет, 
то к вершине, скажем А, могут примыкать два равных Т и парал- 
лельно ему расположенных треугольника Т' и Т' , не пересекающих 
ни Т, ни друг друга. Так как это рассуждение справедливо для 
каждой стороны треугольника Т, то из него вытекает, что инте- 
ресующее нас число приложенных к Т треугольников ^ 6. То, что 
это число может быть равно 6, показывают рис. 195, а, б. 



Рис. 195. 

б) Первое решение. Ясно, что к стороне АВ квадрата 
К ^ АВСО можно приложить один, два или три равных К и парал- 
лельно К расположенных квадрата, не пересекающих К и не пере- 
секающихся между собой (сделайте чертеж!). При этом, если к 
стороне АВ приложены два квадрата так, что третьего уже прило- 
жить нельзя, или три квадрата, то после этого к сторонам ВС и 
ЛИ квадрата К можно дополнительно приложить еще только по 
два новых квадрата, а затем к стороне СП — только один квадрат. 
Это рассуждение (которое мы предоставляем читателю несколько 
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дополнить), показывает, что искомое число приложенных к К и 
параллельно К расположенных непересекающихся квадратов ^ 8; 
то, что оно может быть равно 8, следует из рис. 192,6. 

Второе решение. Искомое число <8 в силу результата 
задачи 106; рис. 192,6 показывает, что оно может равняться 8. 

108. а) Так как круг К нельзя разбить на две части меньшего 
1 диаметра (см. выше задачу 103 а)), то его и нельзя покрыть дву- 
мя кругами К і и Кг диаметров < 1, иначе диаметр покрытой Кі 
части К и диаметр «остатка» (целиком покрытого кругом Кг) 
были бы оба меньше 1. 

б) — в) Результаты этих задач следуют из того, что б (3, Яр)=* 


13 

2 


соответственно 6(4, Кр) = ^~п—( см, ту же задачу 103 а)). 


То, что оценки задач б), в) улучшить нельзя, показывают 
. рис. 51, а, б (стр. 111); для задачи а) это очевидно (ибо К можно 
покрыть даже одним кругом диаметра 1). 

109. Так как диаметр меньших кругов равен радиусу К «боль- 
шого» круга К, то каждый из меньших кругов пересекает окруж- 
ность большого круга в точках, отстоящих друг от друга не боль- 
ше чем на К, и, следовательно, покрывает дугу этой окружности, 
г не большую чем 60°. Отсюда 
следует, что для того, чтобы 
покрыть всю окружность 
круга К, требуется не меньше 
шести меньших кругов; при 
' этом шести кругов оказывает- 
ся достаточно только в том 
случае, когда эти круги имеют 
диаметрами шесть сторон пра- 
вильного шестиугольника, впи- 
санного в большую окруж- 
ность, а во всех остальных слу- 
чаях требуется не меньше семи 
кругов. Но если окружность 
большого круга покрыта 
шестью кругами, то требуется 
еще не меньше одного малень- 
кого круга, чтобы покрыть 
оставшуюся часть большого 
круга (ибо первые шесть кру- 
і гов не покрывают, например, 
центр большого круга). При 
| этом одного круга оказывает- 
ся достаточно для того, чтобы покрыть оставшуюся часть 

і большого круга ^ см. рис. 196; из того, что 0\М = -і- К, следует, 

і что О і /VI есть медиана прямоугольного треугольника О О И с углом 

в 30° и, следовательно, ОМ=-^-^. Таким образом, наименьшее 

число кругов радиуса /?, которыми можно покрыть круг радиу- 



са К, равно 7 ( ср. с равенством 6 (7, Кр) 


_ 1 _. 
2 ’ 


задача 103 а) 
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ПО. а) Ясно, что диаметр объединения двух непересекающихся 
кругов не меньше суммы их радиусов (ср. выше задачу 6 6)), от- 
куда и следует, что два круга Кі и Кг радиусов > ~ нельзя по- 
местить в круг, радиус которого равен 1, т. е. меньше суммы ра- 
диусов К і и Къ 

б) Предположим, что мы имеем три непересекающиеся круга 
Ки Кг и Кз радиусов >2)^3 — 3; в таком случае периметр 
А 0і0 2 0з, образованного их центрами, >12)^3 —18 (ибо каждая 
сторона этого треугольника >4]/ г З' — б). Но в таком случае ра- 
диус К описанного вокруг А 0і0 2 0 3 круга ^ 12 КЗ —18 


3 у~з 


= 4 — 


2]/~3 (ибо радиус круга, описанного вокруг равностороннего 
треугольника периметра Р, равен , а из всех треугольников 

данного периметра Р наименьший радиус описанного круга имеет 
правильный треугольник — ср. выше задачу 716)). Поэтому, если 
А О1О2О3 остроугольный, то внутри него заведомо не найдется 
точки, которая была бы удалена и от 0 4 , и от 0 2 , и от 0 3 на рас- 
стояние <4 — 2 |/ТГ,^г. е. такой точки О, что круг с центром О 

радиуса 1 = (4 — 2^3) + (2}АЗ — З) мог бы покрыть и Кі, и Кг, 
и Кз- 

Если А 0і0 2 0 3 тупоугольный, то утверждение задачи будет еще 
более очевидным, ибо в этом случае, наибольшая сторона А 0і0 2 0 3 , 
скажем, сторона 0і0 2 — наверняка будет не меньше 

Уорі + 0 2 0І > У 2 (4 \РЗ - б) 2 = 2 Ѵ~2 (2 \Пі - з), 

откуда следует, что объединение кругов Кі и Кг уже имеет диа- 
метр > (2 УЗ - 3) (2 уТ + 2) > 1 (см. задачу 6 6)) и не может 
поместиться в круг К. 

То, что оценки задач а), б) улучшить нельзя, показывают 
рис. 51, а, б. 

111 . Прежде всего заметим, что если выпуклый многоугольник 
М не треугольник и не параллелограмм, то у него найдутся две 
несмежные и не параллельные стороны. В самом деле, если М 
имеет ^ 5 сторон, то, поскольку к стороне АВ примыкают две 

другие стороны и параллельной ей 



может быть лишь одна сторона 
многоугольника (ибо выпуклый 
многоугольник не может иметь три 
параллельные стороны — почему?) , 
то для каждой стороны АВ 
найдется не смежная с ней и не 
параллельная ей. Если же М — 
четырехугольник, то пары несмеж- 
ных и непараллельных сторон нет 
лишь у параллелограмма в силу самого определения параллело- 
грамма. Продолжим теперь эти две выбранные стороны до их пере- 
сечения; мы получим новый многоугольник Л4і с меньшим, чем у М, 
числом сторон, все стороны которого (понимаемые здесь как пря» 
мые линии) являются одновременно и сторонами М (рис. 197), 


Рис. 197. 
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Проделывая затем то же самое и с многоугольником Мі, с много- 
І угольником М 2 , получаемым таким же образом из Мі, и т. д., мы 
[ будем получать все новые многоугольники, число сторон которых 
все время будет убывать; закончиться эта процедура может 

І лишь на треугольнике или на параллелограмме. 

Если окончательно мы получили содержащий М треугольник, 
то наше утверждение доказано. Пусть теперь мы пришли к парал- 
! лелограмму АВСО, все стороны которо- ^ 

го содержат стороны М. Так как этот 

параллелограмм, по условию, не совпа- ' х 1 

дает с М, то какая-то вершина АВСО — 
скажем, вершина А — не принадлежит 
М. Пусть К — ближайшая к А точка сто- 
роны АВ, принадлежащая М, и ЛХ — 
выходящая из К сторона М, не совпа- ^ 
дающая с прямой АВ. Так как много- л ~ 
угольник М выпуклый, одна его сторона 
принадлежит стороне АО параллело- Рис. 198. 

грамма и одна его сторона РК принад- 
лежит прямой АВ, то сторона КХ может идти только так, как это 
изображено на рис. 198. Но в этом случае прямые ВС, СО и КО, со- 
держащие стороны многоугольника М, образуют требуемый усло- 
вием задачи треугольник. 

1 12. Прежде всего, ясно, что любой параллелограмм, подобный 
данному параллелограмму П = АВСО, меньший его и параллельно 
П расположенный, имеет те же направления сторон; ясно, что он 
никак не может покрыть одновременно две вершины исходного па- 
раллелограмма П. Отсюда следует, что покрыть П тремя подоб- 
ными ему, меньшими его и параллельно ему расположенными па- 
раллелограммами нельзя — минимальное число необходимых для 
этого параллелограммов ^ 4 (по числу вершин П). Покрыть П 
четырьмя параллелограммами с соблюдением условий задачи, оче- 
видно, можно — достаточно рассмотреть четыре параллелограмма 
Пи Пи пз и га 4 , получаемые из П равномерными сжатиями (гомоте- 
тиями) к четырем вершинам П с коэффициентами сжатия к, где 
1 

1 > к > (сделайте чертеж!). 

Пусть теперь М — отличный от параллелограмма выпуклый 
многоугольник; тогда, согласно результату задачи 111, его можно 
заключить в треугольник РОВ, полученный продолжением трех 
сторон, скажем А п А и А/,Аа + і и АіАі+і, многоугольника М (рис. 199). 
Разрежем М на три части гпі, т 2 и Шз отрезками ОВ, ОС и Ой, 
где О — внутренняя точка М, а В, С и Л — точки его сторон А п А і, 
і АзА к+ 1 и Л(Л;+і. Сожмем теперь равномерно многоугольник М к 
вершине Р треугольника РОВ. Если коэффициент сжатия доста- 
точно близок к единице, то многоугольник Ми получаемый из М 
■ равномерным сжатием к вершине Р треугольника РОВ, обязатель- 
но покроет примыкающую к Р часть Ші многоугольника М; для 
того чтобы убедиться в этом, достаточно сравнить границы много- 
; угольников Мі и т.\ (проведите сами аккуратно это рассуждение!). 

’ Аналогично этому показывается, что многоугольники М г и М 3 , по- 
• лучаемые из М равномерными сжатиями к вершинам С и К тре- 
угольника РОВ с меньшими 1 (недостаточно близкими к 1!) коэффи- 
циентами, полностью покроют части т 2 и гпз многоугольника М. 
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А так как объединение частей Ш\, т 2 и т 2 дает полный многоуголь- 
ник М, то этим и доказывается утверждение задачи. 

Для того чтобы доказать невозможность покрытия («невыро- 
жденного», т. е. не обращающегося в отрезок) выпуклого много- 
угольника М двумя гомотетичными М и меньшими М многоуголь- 
никами т, и т 2 , достаточно заметить, что если т, и т 2 равны, то 
они получаются один из другого параллельным переносом в не- 
котором направлении I (см., например, § 1 гл. 1 второй части книги: 
п - М. Яглом, Геометрические преобразования I, М„ Гостехиздат, 



Рис. 199. 


1955). Но в таком случае ширина объединения т { и т 2 в перпен- 
дикулярном I направлении, т. е. ширина самой узкой содержащей 
Ші и т 2 полосы, ограниченной двумя параллельными I прямыми и 
и к, будет такой же, как ширина каждого из этих многоуголь- 
ников, и значит, меньше, чем ширина в том же направлении много- 
угольника М (сделайте чертеж!). Отсюда уже следует, что целиком 

покрыть М многоугольники /и, и т 2 
не могут. Если же И| и т 2 не р а в- 
н ы, то достаточно заменить меньший 
из них (скажем, т 2 ) гомотетичным т 2 
с центром во внутренней точке ш 2 
многоугольником ш 2 , равным ГП\, что- 
бы прийти к рассмотренному ранее 
случаю (ибо если Ші и т 2 не могут 
целиком покрыть М, то тем более 
покрыть М не могут многоуголь- 
ники Ш\ и т 2 ). 

113. Мы уже знаем (см. зада- 
чу 112), что каждый отличный от па- 
раллелограмма (выпуклый) много- 
угольник М может быть покрыт 
тремя многоугольниками, подоб- 
ными М и меньшими М; таким обра- 
показать, что это верно и для параллело- 
Но параллелограммы пі = АВіСіБі и п 2 



зом, осталось лишь 
грамма П = АВСй. 


А П Г П ІЦ = /ли ^ { и П 2 = 

А 2 аС 2 и 2} полученные из П равномерными сжатиями к "верши- 
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нам А и В с близкими к 1 (но, разумеется, меньшими 1) коэффи- 
циентами сжатия, «почти покрывают» Я: непокрытой останется 
^ лишь узкая полоска СЯЯіС 2 , примыкающая к стороне СД 
| (рис. 200). С другой стороны, если В тупой (или прямой) угол Я, 
3 то АС > СД и, слегка уменьшив Я подобно, мы получим паралле- 
* лограмм пз = АзВзСзйз, диагональ А 3 Сз которого все еще > СД 
и потому, наложив пз на полоску СДДС 2 так, чтобы А 3 Сз совпала 
і по направлению со средней линией этой полоски, мы полностью 
'■ покроем Я т р е м я параллелограммами пі, п% и п 3 . 

114. Пусть к есть наименьшее целое число такое, что к ^ 2В 1 ). 

; Приложим к полос краями друг к другу и положим на образовав- 
’ шуюся широкую полосу данный круг так, чтобы он касался одной 
[ ее границы. Тогда круг будет лежать целиком внутри получившейся 
полосы (рис. 201, а). Мы утверждаем, что меньшим, чем к, числом 

полос ширины 1 наш круг покрыть 
нельзя. 

_ Для доказательства построим 

*“ч полусферу, «экватором» которой 



Рис. 201. 


служит данный круг (рис. 201,6). Рассмотрим теперь произвольное 
покрытие круга полосами. Через границы полос проведем плоскости, 
перпендикулярные к плоскости круга до пересечения с полусферой. 
Каждой полоске покрытия будет соответствовать на полусфере 
полупояс высоты 1 или полусегмент высоты < 1; соответствующие 
всем полоскам полупояса и полусегменты целиком покрывают полу- 
сферу. Обратно, пусть дано некоторое покрытие полусферы полу- 
поясами высоты 1 И полусегментами высоты ^ 1, ограниченными 
окружностями, плоскости которых перпендикулярны плоскости огра- 
ничивающего полусферу «большого круга». Спроектировав ортого- 
нально эти полупояса и полусегменты на плоскость данного круга, 
получим покрытие круга полосками ширины 1 (мы считаем, что сег- 
менты высоты меньше 1 отвечают полосам ширины 1, лишь один 
I край которых пересекает круг). Поэтому мы можем переформули- 
ровать задачу так: каким наименьшим числом полупоясов высоты 1 
и полусегментов высоты ^ 1 можно покрыть полусферу. Но оче- 
видно, что сумма поверхностей всех этих полупоясов и полусегмен- 
тов не может быть меньше поверхности полусферы. Так кай 

— 

*) Другими словами 6 = [2#]+1, если 2В. не есть целое чис- 
ло; в противном же случае к = 2В — [2Д] (здесь прямыми скоб- 
ками обозначена целая часть числа, т. е. наибольшее целое 
число, не превосходящее данного; ср. стр. 80). 
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поверхность полу пояса или полусегмента высоты 1 равна я/? (напо- 
минаем, что поверхность сферического пояса зависит только от 
высоты, но не от расположения пояса на сфере!), а поверхность 
полусферы равна 2л./? 2 , то очевидно, что если число к полупоясов 
и полусегментов таково, что 

кпК < 2я/? 2 , или к < 2/?, 

то этими к полупоясами и полусегментами полусферу покрыть 
нельзя, — что и требовалось доказать. 

115. а) Диаметр треугольника Т равен его наибольшей стороне 
(задача 78 а)); если А ЛВС = Г тупоугольный или прямоугольный, 
то круг, построенный на наибольшей стороне АВ как на диаметре, 
полностью покроет Т (рис. 202, а), и в этом случае интересующее 




а) 


Рис. 202. 


6 ) 


нас число равно 1. Если же А ЛВС остроугольный, то единственный 
круг диаметра 1, который покрывает сторону АВ = 1 этого тре- 
угольника, имеет отрезок АВ своим диаметром; но этот круг кі 
полностью А АВС не покрывает (рис. 202,6), так что здесь 
интересующее нас число ^ 2. 

Обозначим теперь точки пересечения окружности круга кі со 
сторонами АС и ВС треугольника через Ві и Л і. Из прямоуголь* 
ных треугольников ЛЛ 4 С и ВВіС с острым углом С следует, что 

СА, = СА соз С = Ь со8 С и СВ Х = СВ соз С = а соз С, 

где АС = Ь, ВС = а. Поэтому треугольники СЛВ и СВіЛі с об- 
щим углом и пропорциональными сторонами подобны, причем ко- 
эффициент подобия этих треугольников равен соз С. Отсюда сле- 
дует, что диаметр й описанного вокруг А АіВіС круга к г равен 
В соз С, где В — диаметр круга, описанного вокруг А ЛВС. Но в 
силу теоремы синусов 


зіп С зіп С ’ 

и следовательно, 


й = В соз С = = сіе С. 

зіп С ь 
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А так как ^ С ^ 60° (ибо наибольшей стороне АВ треуголь- 
ника АВС противолежит его наибольший угол С), то 


й = сід С с!§ 60° = 



Таким образом, в этом случае А АВС можно покрыть круга- 
ми кі и к г диаметров ^ 1, и требуемое число равно 2. 

б) Мы знаем, что наименьшее число кругов диаметра 1, кото- 
рыми можно покрыть А АВС диаметра 1, равно 1 (если А АВС 
тупоугольный или прямоугольный) или 2 (если А АВС остроуголь- 
ный); на рис. 203 изображен шестиугольник ш = АВіСАіВСі диа- 
метра 1 (здесь АВ — ВС = С А = ААі = ВВі = ССі = 1; углы іи 
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попеременно равны 120° и 150°), который нельзя покрыть меньше 
чем тремя кругами диаметра 1 (почему?). Докажем теперь, что 
каждый выпуклый многоугольник М диаметра 1 можно покрыть 
тремя кругами диаметра 1. 

Воспользуемся для этого результатом задачи 93 в), в силу ко- 
торого каждый многоугольник М диаметра 1 можно заключить 

в правильный шестиугольник Ш = аЬсде[ со стороной 

(рис. 204). Разобьем теперь Ш на три ромба с углами 60° и 120° 
аЬсО, ЫеО и е/аО, где О — центр Ш. Диаметр каждого такого 
ромба равен его наибольшей диагонали; но если Р — основание пер- 
пендикуляра, опущенного из Ь на ас, то 

ас = 2аР = 2а6 зіп 60° = 2 зіп 60° = -Ц^- ■ = 1. 

о о 2 , 

Опишем теперь на отрезках ас, се и еа длины 1 как на диаметрах 
круги к і, & 2 и к 3 \ эти круги покроют наши три ромба, а значит, 
покроют полностью шестиугольник Ш, а значит, покроют и много- 
угольник М. 

Итак, интересующее нас число может равняться 1, 2 или 3. 

Примечание. Ясно, что результат задачи б) сохраняет силу 
и для произвольных (даже не обязательно выпуклых) плоских 
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фигур диаметра 1 (для которых ведь тоже справедлива теорема за- 
дачи 93 в)). г 


116. Рассмотрим п = п(1,М) непересекающихся кругов кі, 
г, к п радиуса 1, расположенных внутри многоугольника ЛТ 
нетрудно видеть, что центры всех этих кругов будут принадлежать 
многоугольнику т (почему?). Заменим теперь эг» п кругов кон- 
центрическими с ними кругами /Сі, Кг, . . . , Кп радиуса 2. Мы 
утверждаем, что новые п кругов полностью покроют ш. В самом 
деле, если бы существовала точка Лет, не покрытая ни одним 

из п «больших» кругов Кі, Кг К п , то центры всех этих кругов 

были бы удалены от А на расстояние >2ик числу заполняющих 
м кругов кі, кг, к п можно было бы прибавить круг к п + 1 ра- 
диуса 1 с центром А, очевидно, не выходящим за пределы М и не 
пересекающийся ни с одвим из предшествующих п кругов что 
однако, противоречит определению числа п(1,М). Таким образом! 
многоугольник т можно покрыть п кругами радиуса 2 откуда в 
силу определения числа ѵ(2, п) и следует, что 

«>.ѵ( 2, т). 


„117- Пусть наибольшее расстояние от точки площади до бли- 
жайшего киоска равно г . В таком случае каждая точка площади 
будет находиться на расстоянии, не большем т, хотя бы от одного 
киоска, т. е. п кругов с центрами в точках расположения киосков 
полностью покроют площадь. Обратно, если площадь удается по- 
крыть п кругами радиуса г, то, поместив киоски с мороженым в 
центрах этих кругов, мы можем быть уверены, что расстояние от 
каждой точки площади до ближайшего киоска не превосходит г. 
Поэтому наша задача равносильна следующей: покрыть (круглую 
или квадратную) площадь п кругами возможно меньшего радиуса г 
(ср. задачи 108, 109). В дальнейшем мы примем радиус круглой 
площади^ или сторону составляющего площадь квадрата за 1. 

а) 1 . п — 1,2. Так как круг радиуса 1 нельзя покрыть двумя 
кругами меньшего радиуса (задача 108а)), то радиус хоть одного 
из наших двух кругов обязательно будет 2? 1, т. е. два киоска не 
дают никакой выгоды по сравнению с одним киоском, располо- 
женным в центре площади. 

2 • п ~~ 3. Разделим площадь тремя радиусами на три равных 
сектора ОАВ, ОВС и ОСА с центральными углами в 120° Наи- 
меньшим кругом, покрывающим треугольник ОВА, является 'круг с 
центром в середине М хорды АВ\ ясно, что он является также 
наименьшим кругом, покрывающим сектор ОАВ. Построим три та- 
ких круга Кі, Кг и Кз, покрывающих секторы ОАВ, ОВС и ОСА ■ 

Ѵз 

эти три круга радиуса — ру- покрывают, очевидно, весь круг ра- 
диуса 1. 

Так как круг К радиуса 1 нельзя покрыть тремя кругами мень- 

Ѵз 

шего, чем радиуса (см. задачу 108 6)), то наиболее выгод- 

ным расположением киосков является такое, при котором они на- 
ходятся в серединах сторон правильного треугольника, вписанного 
в контур площади (другими словами, киоски находятся на трех 
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радиусах площади, образующих друг с другом углы в 120°, на рас- 
стоянии тр от центра площади-, см. рис. 205, а). 

3°. п = 4. В точности, как и выше (см. случай п — 3; ср. с за- 
дачей 108 в)), показывается, что круг К радиуса 1 нельзя покрыть 

четырьмя кругами радиуса, меньшего — — ; наиболее выгодным 




Рис. 205. 


расположением четырех киосков на круглой площади является та- 
кое, при котором они совпадают с серединами сторон вписанного 
в площадь квадрата (рис. 205,6). 

4°. п = 7. В решении задачи 109 было показано, что наимень- 
шее число кругов радиуса 1/2 которыми можно покрыть круг ра- 
диуса 1, равно 7. Из рассуждений, использованных при решении 
этой задачи, следует также, что семью кругами, радиус каждого из 
которых меньше 1/2, круг радиуса 1 покрыть нельзя. Таким 
образом, решение настоящей задачи подсказывается рис. 196 
(стр. 337): наиболее выгодным расположением семи киосков на 
круглой площади является такое , при котором один киоск 
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располагается в центре площади, а остальные шесть — в серединах 
сторон вписанного в площадь правильного шестиугольника 
(рис. 205, в). 

б) 1°. ге= 1 , 2. Легко понять, что если п — 2, то положение, 
при котором один круг содержит две противоположные вершины 
квадратной площади, невыгодно; поэтому естественно считать, что 
один круг содержит вершины А \\ В квадрата, а второй — верши- 
ны Си/). Если теперь Е и Р — точки сторон ВС и Л/), то наи- 
больший из диаметров двух кругов не меньше наибольшего из от- 
резков АЕ, БЕ, ВР и СЕ. Отсюда, в точности как при решении за- 
дачи 103 6), мы заключаем, что при наиболее экономном покрытии 
квадрата АВСй двумя кругами эти круги оказываются описанными 
вокруг прямоугольников ЛВЕР и СОРЕ, где ЕР — средняя ли- 
ния квадрата ЛВС/); поэтому наиболее выгодным располоокением 
двух киосков на квадратной площади является такое, при котором 
эти киоски располагаются на средней линии МЫ площади на рав- 
ных расстояниях У 4 от ее центра О (рис. 206, а). [Ясно, что один 
киоск целесообразно расположить в центре площади.] 





2°. п = 3. Здесь опять невыгодным является положение, при 
котором- две противоположные вершины квадрата покрываются од- 
ним кругом; поэтому можно считать, что вершины Л и В покры- 
вает круг кі, вершину С — круг кг и вершину В — круг к 3 . Пусть 
теперь В — точка стороны ВС, принадлежащая кругам кі и кг, 
К ■ — точка стороны Л/), принадлежащая кругам кі и к 3 ; М — точка 
стороны С/), принадлежащая кругам к 3 и к 3 . В таком случае наи- 
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больший из радиусов трех кругов будет не меньше наибольшего из 
отрезков АВ, ВК, МВ и МК. Отсюда видно, что наша задача сво- 
дится к задаче о разбиении квадрата АВСО на три части возмож- 
но меньшего диаметра (см. решение задачи 103 б) и, в частности, 
рис. 185,6 на стр. 327); наиболее выгодным случаем является тот, 
когда АВ = ВК = МВ = МК, и киоски расположены в серединах 
этих отрезков, т. е. один из киосков расположен на средней линии 

МК квадрата АВСй на расстоянии от стороны АВ, а два дру- 
гие — в серединах отрезков ВМ и КМ, соединяющих середину М 
стороны СИ с такими точками К и В сторон АО и ВС, что йК=СВ== 

= -уу (рис. 206, б). 

3°. п = 4. В точности как при разборе случая п — 4 решения 
задачи 103 6 ), устанавливается, что при наиболее выгодном рас- 
положении четырех киосков на квадратной площади эти киоски 
совпадают с центрами четырех меньших квадратов, на которые де- 
лится площадь своими средними линиями (рис. 206, в). 

118. а) Обозначим через К п радиус наименьшего круга, в ко- 
торый можно заключить п точек, одна из которых совпадает с 
центром круга и расстояния между каждыми двумя из которых не 
меньше 1. Наша задача состоит в том, чтобы определить значения 
Кп при нескольких первых значениях п. 

1°. Совершенно очевидно, что 

Т?2 — 7?з = Т?4 = Къ — Кб — Т?7 = 1 


(внутри круга радиуса 1 можно поместить семь точек, расстояния 
между каждыми двумя из которых не меньше 1 : достаточно при- 
нять за эти точки центр круга и шесть вершин правильного вписан- 
ного шестиугольника; рис. 207, а). 

2°. Пусть внутри круга радиуса К расположено п точек, так 
что одна из точек совпадает с центром круга и расстояния между 
каждыми двумя из точек не меньше 1. В таком случае п ■ — 1 из 
этих точек расположены внутри кольца с центром в п- й точке А о, 
образованного окружностями радиусов 1 и К. При этом расстояние 
между каждыми двумя из этих п — 1 точек не меньше 1 и хотя бы 
один из углов, под которым видны из центра кольца отрезки, со- 

360° 

единяющие эти точки, не превосходит — — — . Это замечание ука- 


зывает на связь настоящей задачи с задачей 20 . 

Если п = 8 , п — 1 = 7, то наша задача сводится к тому, чтобы 
найти наименьшее число К такое, что внутри кольца с центром Ло, 
образованного окружностями радиусов 1 и К, можно расположить 
две точки Аі и Л 2 , для которых расстояние ЛіЛ 2 не меньше 1 и 

, . . 360° 

угол ЛИоЛг не превосходит — — 


В силу результата 
1 ^ 360° 


для этого необходимо, чтобы было 2 агсзіп -^ 5 - ^ 

3 д 

следует, что К ъ = =1,15 


задачи 20 
. Отсюда 


2 зіп 


180° 


(рис. 207, б). 
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Совершенно так же находим 
1 


#9 


I 


180° 1,30 •••’ /?10 “ “ . 180° 
2 51П — ^ — 2 81П — г — 


1,46 


8 


Пн 


I 


2 5ІП 


180° 

10 


= 1,61 .... 


Примечание. Отметим, что при п > \ 1 мы будем иметь 
Яп — ^->1 и > соответственно этому, наиболее выгодное располо- 





Рис. 207. 


жение п точек уже не будет таким, как на рис. 207,6 (см. решение 
задачи 20). Так, например, с помощью второй из формул решения 
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360 ° 

задачи 20 нетрудно вывести, что а гссоз— = — у^— , откуда Вп = 

= 2 сов 30° = )^3" =1,73 расположение 13 точек в круге радиуса 
ѵт, удовлетворяющее условию задачи, будет иметь вид, изобра- 
женный на рис. 207, в. 

б) Решение этой задачи близко к решению задачи а) и также 
основывается на теореме задачи 20. 

На каждой стороне длины 1 правильного шестиугольника вне 
его построим квадрат (рис. 208). Вершины квадратов, не являю- 
щиеся вершинами исходного шести- 
угольника, служат, как легко видеть, 
вершинами правильного двенадцати- 
угольника. Радиус круга, описанного 
около этого двенадцатиугольника, 

равен -д-: зіп 15° = 1,93 ... Таким об- 
разом, вершины всех квадратов вме- 
сте с центром шестиугольника обра- 
зуют систему из 19 точек, которую 
можно заключить в круг радиуса 
1,93 . . . , т. е. радиуса, меньшего 2; 
при этом расстояние между ближай- 
шими из этих точек равно 1. 

Покажем теперь, что 20 точек, 
удовлетворяющих условию задачи, 
нельзя поместить внутри круга 
радиуса 2. В решении задачи а) мы 
показали, что радиус наименьшего круга, внутри которого можно 
поместить 10 точек так, что одна из точек совпадает с центром 
круга и расстояния между каждыми двумя точками не меньше 1, 

равен 2 зіп 20° ~ ' Поэтому внутри кольца, ограничен- 

ного концентрическими окружностями радиусов 1 и 1,45, нельзя 
поместить девять точек, расстояния между каждыми двумя из 
которых не меньше 1. Точно так же можно показать, что внутри 
кольца, ограниченного концентрическими окружностями радиусов 
1,45 и 2, нельзя поместить 13 точек, расстояния между каждыми 
двумя из которых не меньше 1: угол, под которым виден из центра 
кольца отрезок, соединяющий какие-либо две из этих точек, не 
3 _і_ с 1 451 2 

меньше агссоз 2 . ^ ■ « 28,3°, а 13 ■ 28,' 3° > 360°. Отсюда сле- 

дует, что если 20 точек, удовлетворяющих условию задачи, поме- 
щаются внутри круга радиуса 2, то либо семь точек, помещаются 
внутри кольца С, образованного окружностями радиусов 1 и 1,45, 
а 12 точек — вне этого кольца, либо восемь точек помещаются 
внутри С, а 11 — вне С (20-й точкой в обоих случаях является 
центр О окружности). Рассмотрим отдельно оба эти случая. 

1°. Семь точек Л,, Л 2 , .... Л 7 расположены внутри кольца С, 
а 12 точек В і, В г , ..., Віг — вне этого кольца (рис. 209, а). Мы 
• будем считать, что как первые семь точек, так и последующие 12 
точек следуют друг за другом в выписанном порядке при обходе 
вокруг центра круга. Отметим прежде всего, что ни одна из первых 
семи точек не может быть расположена вне кольца, образованного 
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окружностями радиусов 1 и 1,30. Действительно, если бы, напри- 
мер, точка А і лежала вне этого кольца, то каждый из углов АіОВі 


и АіОВг, 
точки В, і 

ше агссоз 




Рис. 209. 


где О — центр круга, а б ( и В 2 — две ближайшие к А , 
неположенные с разных сторон от ОЛі, был бы не мень- 

3 _)_ ( | 3)2 

2 ~~ 2 -13 = 25,5 ° ( см - Р ешение задачи 20). Следо- 
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вательно, мы имели бы ^ В\ОВ 2 > 51,0°. Далее, в силу результата 
задачи 20, каждый из углов В 2 ОВ 3 , В 3 ОВ<, . . ., В п ОВ п , В,,Об, 
не меньше 28,3° (см. выше). Но 

И -28,3° + 51,0° > 360°, 

откуда и следует наше утверждение. 

Таким образом, мы можем утверждать, что 12 точек располо- 
жены вне кольца С, а семь точек — внутри меньшего кольца с, об- 
разованного окружностями радиусов 1 и 1,30. При этом, в силу ре- 
зультата задачи а), все последние семь точек не могут лежать 
внутри кольца, образованного окружностями радиусов 1 и 1,15, 
Пусть, например, точка А і лежит вне этого кольца. Далее можно 
показать, что хотя бы одна из шести остальных точек расположена 
вне кольца с', образованного окружностями радиусов 1 и 1,10: дей- 
ствительно, если бы все шесть точек А 2 , А 3 , . . . , Л 7 лежали внутри 
этого кольца, то углы А 2 ОА 3 , Л 3 ОЛ 4 , . . . , А й ОА 1 были бы не меньше 

2 агсзіп ^ | | ” 54,0°; углы А^ОА 2 и Л,ОЛ 7 были бы не меньше 

2 агсзіп ' » 45,2°, а 

^ * I ,о 

5 • 54,0° + 2 • 45,2° > 360°. 

Пусть Ві и В -2 — точки В, наиболее близкие к Аі и располо- 
женные с разных сторон от ОЛ 4 ; в таком случае углы А\ОВі и 

АіОВ 2 не меньше агссоз « 20,0° и угол ВіОВ 2 не 

меньше 40,0°. Точно так же, используя то, что одна из остальных 
точек А расположена вне кольца с, можно показать, что один из 

углов ВіОВ 2 , В 2 ОВ 3 , ..., Ву 2 ОВі не меньше 2 агссоз ~ 

2 • 16,8° = 33,6°. Если это тот же угол ВіОВ 2} который фигуриро- 
вал у нас выше, то он должен быть даже не меньше чем 
20,0° + 45,2° + 16,8° = 82,0° (ибо угол между каждыми двумя из 

точек А не меньше 2 агсзіп ^ 45,2° | ; в этом случае мы при- 

ходим к противоречию, так как 

И -28,3° + 82,0° > 360°. 

Если же среди углов В { ОВ 2 , В 2 ОВ 3 , В і2 ОВі есть один, не 
меньший 40,0°, и один, не меньший 33,6°, то мы также придем 
к противоречию, если только воспользуемся тем, что в силу резуль- 
тата задачи а) не более девяти из наших 20 точек могут быть рас- 
положены внутри окружности радиуса 1,60 и, следовательно, не 
более двух из точек В заключаются внутри этой окружности. По- 
этому по крайней мере 8 из 12 углов В { ОВ 2 , В 2 ОВ 3 В і2 ОВ 1 

не меньше чем 2 агсзіп-^у “ 28,9°. Таким образом, в этом 
случае сумма углов ВіОВ 2 -(- В 2 ОВ 3 + . . . + Ві 2 ОВ\ не меньше чем 
40,0° + 33,6° + 6-28,9° + 4-28,3° > 360°. 

Этим и заканчивается разбор случая 1°, 
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2°. Восемь точек А і, А 2 , .... Ая расположены внутри кольца С, 
а 11 точек В і, В 2 , . ... Вц — вне этого кольца (рис. 209,6). При 
этом, в силу результата задачи а), все восемь точек А не могут 
быть расположены внутри круга радиуса 1,30: хотя бы одна из 
этих точек (будем считать, что это Аі) находится вне этого круга. 
Далее совершенно аналогично тому, как мы рассуждали при раз- 
боре случая 1°, можно показать, что из восьми точек А не менее 
двух лежат вне круга радиуса 1,25: это следует из того, что 

6 - 2 агсзіп ѵр I 25 + 2- 2 агсзіп- ^ ^ « 6 • 47,1° + 2 • 40,3° >360°; 


значит, кроме А і, еще какая-то из точек А лежит вне этого круга. 
Наконец, точно так же покажем', что из восьми точек А не менее 
трех лежат вне круга радиуса 1,15: это следует из того, что 


4 ■ 2 агсзіп 


1 


2- 1,15 


+ 4-2 агсзіп 


1 


2- 1,45 


4 -51,5° + 4-40,3° > 360°; 


следовательно, кроме точек, упомянутых выше, еще одна точка А 
лежит вне этого круга. 

Пусть теперь В і и В 2 — точки В, наиболее близкие к точке Аі 
и расположенные с обеих сторон от ОАі; в таком случае углы 

3 I / 1 д \2 

АіОВі и АіОВг не меньше чем агссоз ^ 2 13 ~ ^.5°, и У гол 

ВіОВ 2 не меньше 51,0°. Точно так же, используя то, что еще одна 
из точек А лежит вне круга радиуса 1,25 и одна — вне круга ра- 
диуса 1,15, можно показать, что один из углов ВіОВ 2 , В 2 ОВ з, ... 

..., В )2 ОВі не меньше 2 агссоз ^ ^ 2 • 24,1° = 48,2°. Если 

какие-либо два из этих трех «больших» углов совпадают, то соот- 
ветствующий угол не меньше чем 20,0° + 24,1° + 40,3° = 84,4° (ибо 
каждый из углов ЛіОЛ 2 , Л 2 ОЛ 3 , ..., АяОАі не меньше чем 

2 агсзіп » 40,3°); в этом случае мы приходим к противо- 

речию, так как 

10 -28,3° + 84,4° > 360°. 

Если же из углов ВіОВ 2 , В 2 ОВ 3 , .... В 12 ОВ[ один не меньше 
51,0°, другой не меньше 48,2° и третий не меньше 40,3°, то мы 
снова приходим к противоречию, так как 

51,0° + 48,2° + 40,3° + 8-28,3° > 360°. 


Этим заканчивается разбор случая 2°. 

Таким образом, наибольшее число точек, которые можно рас- 
положить с соблюдением условий задачи, равно 19. 

119. Можно; для этого достаточно 1 ) расположить эти стан- 
ции в вершинах вписанного в поверхность планеты куба. 

В самом деле, из точки А поверхности планеты видны все 
точки, расположенные на высоте О над кругом («шапочкой») на 
поверхности планеты с центром А и радиусом р; здесь величина р 
определяется из того условия, что «угловая мера» р соответствую- 


4 ) и необходимо. 
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щей дуги г «большой окружности» (окружности, радиус которой 
равен радиусу сферы) удовлетворяет равенству 


С05 р = 


од 


0/2 


ОМ 


О + ОІ 2= У’ Т - 6 - Р = агсс05 з 


(рис. 210). С другой стороны, «угловое расстояние» р[ между двумя 
соседними вершинами вписанного в сферу куба как раз равно 

агссоз-д-: в самом деле, если О есть 

центр куба АВСОАуВ { С\0\ с реб- 
ром а, а А и В — две его соседние 
вершины (сделайте чертеж!), то, по- 
скольку диагональ АС\ куба равна 



Н 


V АС 2 + СС 2 { = 

= Ѵав 2 + ВС 2 + сс] = 1/Зо Г = 

= а/ 3, 

угол АОВ — рі определяется из равнобедренного треугольника 
с боковыми сторонами О А = О В = - а ^ ^ и основанием АВ — а; 
поэтому, в силу теоремы косинусов, 

Г Т \2 




V з 

2 


СОЗ Рі = 

За 2 


За 2 


•созр,, 


т. е. 


соз рі ■ 


За 2 

2 


— а 2 


За 2 

2 


Отсюда и вытекает, что если покрыть сферу восемью кругами 
углового радиуса р с центрами в вершинах вписанного куба, то 
каждая точка куба будет покрыта по крайней мере двумя кругами, — 
что нам и требовалось доказать. 

120. а) Рассмотрим последовательно случаи п — 2, 3, 4, 5 и 6. 

1°. п = 2. Очевидно, что в этом случае наиболее выгодно по- 
местить две точки в диаметрально противоположных точках сферы 
(рис. 211, а); расстояние между этими точками будет равно диа- 
метру 2К сферы. 

2°. ге = 3. Плоскость, проведенная через какие-либо три точки 
сферы, пересекает сферу по окружности 5. Для того чтобы наи- 
меньшее из расстояний между всевозможными парами из трех то- 
чек было наибольшим, необходимо, чтобы эти точки располагались 
в вершинах равностороннего треугольника, вписанного в окруж- 
• ность 5; при этом расстояние между каждыми двумя точками бу- 
дет равно г^З, где г — радиус окружности 5, Но радиус г 


12 Д- О. Шклярский и др. 


353 


окружности 5, полученной в сечении сферы не может быть больше 
радиуса Я сферы^ причем г = Я только в том случае, если пло- 
скость сечения проходит через центр сферы (5 есть большая окруж- 
ность сферы). Отсюда следует, что наиболее выгодным расположе- 
нием трех точек будет такое, при котором они помещаются в вер- 
шинах равностороннего треугольника, вписанного в большую 



Рис. 211. 


окружность сферы (рис. 211,6); расстояние между каждыми двумя 
точками в этом случае равно Я Ѵ~3. 

3 е . о = 4. Рассмотрим прежде всего следующую задачу рас- 
положить на сфере радиуса Я четыре точки А, В, С и О так, чтобы 
расстояния от О до остальных трех точек были не меньше заданной 
величины а и наименьшее из попарных расстояний между точками 
А, В и С (обозначим его через Ь) было бы возможно большим. Так 
' как У слови ю расстояния БА, Ьв и ЯС не меньше а, то точки А, 
В и С находятся вне области данной сферы, высекаемой шаром Ш 
радиуса а с центром в точке О. Отсюда аналогично случаю 2° мож- 
но заключить, что точки А, В и С следует расположить в вершинах 
равностороннего треугольника, причем описанная около этого тре- 
угольника окружность 5 должна быть большой окружностью сферы, 
если а ^ Я 1^2 , и должна совпадать с _окружностью, по которой 
шар Ш пересекает сферу, если а ^ Я V ^ (Я есть радиус сферы). 
При этом, очевидно, в первом случае Ь = Я\^ 3, а во втором Ь = 
= г Ѵ~3, где г есть радиус окружности 5. 
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Теперь остается только найти такое значение а, при котором 
наименьшее из расстояний а, Ь было бы возможно большим. Но не- 
трудно видеть, что если а ^ В У~2, то 

а 2 = 2/? У а 2 — г 2 
(рис. 212); отсюда получаем 


4 К 2 а 2 


■ а ’ 


4 /? 2 

далее, так как Ь = г^ 3 , ТО 

Ь 2 = 3 г 2 = З# 2 


_ (2# 2 - а 2 ) 2 
' * 4/? 2 ' 

3 ( 2# 2 - а 2 ) 2 
4Я 2 


Из последней формулы нетрудно вывести, что 

если а 2 = /? 2 , то 6 2 = -|- /? 2 ; 

если а 2 >-||-/? 2 , то 6 2 <-|-/? 2 . 

Отсюда следует, что решением задачи будут служить четыре 
точки А, В, С и Ъ, расположенные на сфере на равных расстояниях 
друг от друга: 

АВ = АС — АО = ВС = СО = ВО = 

-/ІА 

т. е. четыре точки, расположенные в 
вершинах вписанного в сферу пра- 
вильного техраэдра (черт. 211, в). 

4°. п = 5, 6. Заметим прежде 
всего, что на сфере радиуса В нельзя 
расположить больше четырех точек 
так, чтобы расстояние между каж- А 
дыми двумя из этих точек было 
больше В /2. Это утверждение рав- 
носильно . следующему: из одной 
точки (центра сферы) нельзя прове- 
сти более четырех лучей, попарно 
образующих тупые углы (см. выше 
задачу 35). Поэтому решение задачи в случаях п = 5 и п = 6 бу- 
дет даваться такими расположениями точек, при которых наимень- 
шее из попарных расстояний между точками равно В /2 . 
В случае п = 6 имеется единственное такое расположение, 
даваемое рис. 211,<Э (шесть точек в вершинах правильного 
октаэдра, вписанного в сферу)-, в случае п = 5 можно найти 
бесконечно много таких расположений (см., например, 
.рис. 211, г, _где восемь из попарных расстояний между точками 
равны К /2 , а два — равны 2В) . 

б) Из относящихся к случаям п = 5, 6 задачи а) рассуждений 
следует, что ответ на вопрос 1° дается шестью вершинами вписан- 
ного в сферу правильного октаэдра; ответ на вопрос 2° дается чис- 
лом четыре (и здесь можно указать бесконечно много разных 
расположений) . 



12 * 
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ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ 


1. Докажите, что если XV — произвольный отрезок, проходящий 
через М (где X и У — точки сторон А АВС), а К — не принадлежа- 
щая ему точка, то наибольшим из всех отрезков КЬ, где іе Л', 
является либо отрезок КХ, либо отрезок КУ. 

2. Проведите через середину М і отрезка АіВі отрезки 
М\А' ф АіА и М\В' ф В\В\ воспользуйтесь тем, что медиана тре- 
угольника всегда не больше полусуммы тех двух сторон, которые 
она не делит пополам. 

Равенства ММі = ~ \ АА { ± ВВ\ | имеют место, лишь если 
АА, || ВВі. 

3. а) Четырехугольник ЛВСО может быть: 1) плоским, выпук- 
лым; 2) плоским, невыпуклым; 3) плоским, самопересекающимся; 
4) неплоским. Докажите, что во всех случаях Д АВС 4- 
+ Д ВСО + г СйЛ + К ВАЗ < 360°. 

б) Если отрезки АС и Вй пересекаются, то четырехугольник 

АВСЕ) выпуклый. * 

в) Если «диагонали» АС и ВО плоского четырехугольника 
АВСІ) не пересекаются, то этот четырехугольник невыпуклый 
или самопересекающийся; рассмотрите отдельно оба случая. 

4. Воспользуйтесь методом доказательства от противного. Если 
четырехугольник ЛВСО не выпуклый, то утверждение задачи может 
оказаться неверным. 

5. а) Отразите точку М симметрично от общей середины от- 
резков /Ши ВС. 

б) Примите за точку М плоскости точки А и П. 

6. а) Наибольшее расстояние между точками окружностей рав- 
но й + гі + г 2 , а наименьшее — или <1 — г\ — г 2 , или Г\ — й — г 2 , или 0. 

б) Наибольшее расстояние не меняется от замены окружностей 
кругами, а наименьшее обращается в нуль или сохраняет то же 
значение, что и раньше. 

7. а) р (Г,, Г 2 )=і^;р (Т 2 , Т\) = Ц- (= 2р (Гі, Т 2 )). 

б) Р(/С„ /С 2 )=у; р(К 2 , Кі)=^~. 

8. а) Воспользуйтесь определениями величин р(Фі,Ф 2 ), 
р(Ф 2 , Фз), р(Фі, Фз) и тем, что для любых трех точек А, В и С 
всегда АС < АВ + ВС. 

б) Может. 
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9. а) Воспользуйтесь тем, что если точка А удалена от цент* 
ра окружности 5 радиуса г на расстояние й , то наименьшее рас- 
стояние р(А, 5) от А до окружности 5 равно \с1 — г\. Далее рас- 
смотрите отдельно разные случаи взаимного расположения окруж- 
ностей 5і и 5 2 . 

б) Всегда Р(йСі, Кг) = Р($і, 5 2 ), но возможно р(Кі,Кг) 

Р(оі, о 2 ). 

в) Воспользуйтесь определением величины Р(Фі, Ф 2 ) и резуль- 
татом задачи 8 а). 

10. Воспользуйтесь тем, что фигурирующий в условии задачи 
отрезок АВ равен радиусу наибольшего круга с центром А, цели- 
ком заключающегося внутри кляксы, а отрезок АС — радиусу наи- 
меньшего круга с центром А, содержащего кляксу внутри себя. 

И. Воспользуйтесь тем, что если МА, МВ и МС — расстояния 
от произвольной точки плоскости до вершин равностороннего тре- 
угольника АВС, то всегда АМ -(- ВМ ^ СМ \АМ — ВМ\. 

12. Воспользуйтесь тем, что если М х и М 2 — две диамет- 

рально противоположные точки рассматриваемой окруж- 
ности, то ЛМі + М 2 Аі > 2 (где і = 1, 2, 3 1000). 

13. В задаче требуется доказать, что расстояние от точки А 0 
до любой из вершин ломаной не превосходит 3. Пусть А к — какая- 

то вершина ломаной (к = 2, 3, 4 п— I или п). Обозначим 

через С і, С 2 , . . . , С к -^ окружности, описанные вокруг треугольни- 
ков А 0 А,А 2 , АіА 2 Аз, . . . , ( Аь-іАь-іАі,; пусть 0 ( , 0 2 Оа_ 4 — 

центры этих окружностей. В таком случае 

АоАк ^ А 0 Оі + (0і0 2 + 0 2 0 3 + ... + Ок- 2 Ок-і) + Ок-\Ак, 


так что остдртся оценить отрезки А 0 О 1 и О к -іА к и ломаную 

О1О2О3 . . . О/і- і. 

Покажите, что А 0 О і < 1, А к О к - 1 < 1 и что 

0,0 2 + 0 2 0 3 + 0 3 0 4 + . .. + Ок- 2 Ок- х <-^-(1^60° — (д 30°) = 

“ 3 * 


Для доказательства последнего неравенства рассмотрите наряду 
с окружностями С 2 , С з, ..., С к -і еще и равные предыдущим окруж- 
ности Сг, Сз, ..., С к- 1 , проходящие через точки Л 0 и А і. 

14. Искомым будет квадрат АА\ВВ\, диагональю которого 
является отрезок АВ\ сумма расстояний от А до его вершин равна 

(і + Ѵ2) а. 

15. Докажите, что если ОЛі = х, А 2 А 3 = у, ОВ = г и если 
С и О — точки пересечения продолжения Л 2 Л 3 с / 4 , соответственно — 
продолжения ВА к с Л 2 С, то Л 2 С = х, А 3 С = х — у и Л 3 Д = г- 
далее установите, что хг = г/(х — у). 


Воспользуйтесь тем, что у (х — у) < — х 2 . 


б) Воспользуйтесь тем, что у (х — -і- х 2 . Неравенство зада- 

чи б) улучшено быть не может. 

16. Воспользуйтесь теоремой, о величине вписанного (в окруж- 
ность) угла. 

17. Рассмотрите самую близкую к точке М из всех диагоналей 
и сторон правильного п-угольника. 
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18. а) Постройте А АВС с заданным острым углом а, такой, 
что его биссектриса АО, высота СН и медиана ВМ пересекаются 
в одной точке 0, и докажите, что если а < 45°, то 2 АС В = у 
тупой. 

б) Докажите, что при увеличении угла а отвечающий а угол 
АСВ = у (см. указание к решению задачи а)) монотонно убывает, 
в силу чего достаточно определить такой угол ао, которому отве- 
чает угол уо = 90°; докажите, что соз 2 ао + соз ао — 1=0, т. е. 
і/Г — 1 

соза 0 = 2 ' Ответ. 90° > а > ао (« 51° 50'). 

19. Если АС і — диагональ куба, а — точка его поверхности, то 
90° ^ Д АМС і ^ а, где угол а определяется равенством а = 

Ѵ2 

= — (так что а « 144° 44' 08"). 


20. Наименьший возможный угол равен 

1 


агссоз 1 


(‘ 2Я 2 )’ 

Л 2 + г 2 - 1 
2 Яг 




если О ^ г !> /? — 1 ; 

л 


0 , 


если П — 1 ^ г. 


21. Наибольшее возможное значение рассматриваемой суммы 
углов равно 6-180° при п = 26 четном и (6 2 + 6) • 180° при п — 
= 26 + 1 нечетном ; оно достигается для 6 пар противоположно 
направленных лучей или для 6 таких пар лучей и еще одного про- 
извольно направленного луча. 

22. Пусть ОХі-і, ОХ і, ОХ 1+ і — какие-то три последовательных 
луча из числа рассматриваемых нами, и пусть х, ф х* + 1 . Поменяй- 
те местами отрезки Хі и Хі +і (новые лучи — ОХ 1 _ 1 , ОХ[, ОХ< +1 ); 

докажите, что если Хі < Хі-н, то /. Хі-іОХі+і > ]. 

23. Перенесите параллельно все рассматриваемые прямые так, 
чтобы они проходили через фиксированную точку О. 

24. Воспользуйтесь формулой для суммы внешних углов вы- 
пуклого многоугольника. 

25. Рассмотрите выпуклую оболочку Т всех точек, т. е. 
наименьший выпуклый многоугольник, такой, что все рассмат- 
риваемые точки расположены внутри него или на его границе. 

а — в) Если Т содержит внутри хоть одну из наших точек, 
то существует треугольник с вершинами в трех из наших точек и 
точка внутри него; оцените части углов А АВС, на которые их 
делят прямые БА, ОВ и йС (где Г) лежит внутри А АВС). Если 
все точки расположены в вершинах Т, то воспользуйтесь формулой 
для суммы углов многоугольника. 

г) Предположите, что точки М і, М 2 , ..., М„ пронумерованы 
таким образом, что /. М п М\М 2 — угол выпуклого т-угольника Т 
(где т ^ п) и что лучи МіМ 2 , МіМ 3 , МіМі, ..., МіМ п следуют 
друг за другом именно в этом порядке; далее воспользуйтесь тем, 
что если N — точка на продолжении луча М за точку М и то 

180°= ^ ПМуМ п = Д ЫМіМ 2 + X. М 2 М,М 3 + Д М 3 М,Л4 4 + ... 

...+ /. Мп—іМіМп> 
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Для того чтобы ни один из треугольников АДЛДЛД не имел 
180° 

меньшего — — угла, п точек должны располагаться в вершинах 
правильного «-угольника. 

26. Если выпуклая оболочка Г наших точек содержит внутри 
хоть одну из них, то достаточно воспользоваться оценкой для 
внутренних углов АБВ, ВВС и СБА, где точка О лежит внутри 
ААВС-, в противном случае воспользуйтесь формулой для суммы 
углов многоугольника. 

Ни один из треугольников с вершинами в наших точках не 
содержит угла, большего 90°, соответственно 108° и 120°, лишь в 
том случае, если точки являются вершинами равноугольного много* 
угольника (прямоугольника в случае четырех точек). 

27. а) Воспользуйтесь результатом задачи 26 в). 

б), в) Рассмотрите (скажем, центрально-симметричный) равно- 
угольный шестиугольник АВСБЕР , где АВ < РА < ЕР (знак -С 1 
означает «много меньше») и точки О, Н на биссектрисах углов Р 
и С шестиугольника, расположенные на одинаковом и очень малом 
расстоянии от вершин Р и С. 

28. а) Если выпуклая оболочка Т наших точек — отрезок, то 
а .2 = 0; если она треугольник, то а 2 < 45°. Если Т = АВС Б — че- 
тырехугольник, то вычислите суммы углов ^ АВБ + ^ ВБ А -{*' 
+ Д БАС + Д ВАС и Д СВБ + Д ВБС + Д ВСА + Д БСА. 

б) Если выпуклая оболочка Т наших четырех точек — отрезок, 
то р 2 = 180°; если Т — треугольник, то р 2 ^ 90°. Если Г = АВСБ и 
Б — самый большой из углов Т, то вычислите сумму Д БАВ 4*, 
+ ААВС + АВСБ + АСБВ + АВБА. 

29. Рассмотрите случай п точек одной прямой. 

30. Воспользуйтесь результатом задачи, разобранной на 
стр. 22 — 23. Значения А = 60° и В = 60° реализуются для четырех 
вершин правильного тетраэдра. 

31. а) При п = 3 или 4. 

б) При п 8. Рассмотрите выпуклую оболочку Т всех 
рассматриваемых точек, т. е. наименьший многогранник, содер- 
жащий внутри (и на границе ) все наши точки-, докажите, что в 
рассматриваемом случае ни одна из точек АД, АД, ..., М п не мо- 
жет лежать внутри Т — все они являются вершинами Т. Далее 
рассмотрите многогранники Т 2 , Т 3 , Т п , полу чаемые из Т парал- 
лельными переносами на векторы АДАД, М 1 М 3 , ..., МіМ п , и до- 
кажите, что никакие два из многогранников Ті = Т, Тг, Тз, .... Т„ 
не пересекаются и что все они заключены внутри вдвое большего 
(по линейным размерам) многогранника 2 с вершинами АД, М' 2 , 

Л4з М' п , где М'і получается из АД переносом на вектор 2ЛДЛД. 

Из сравнения объемов многогранников Т и 2 и вытекает требуемый 
результат. 

32. а) Только при п — 3. 

б) При п ^ 5. Нетрудно найти примеры многогранников с че- 
тырьмя вершинами (треугольная пирамида, или тетраэдр) и с пятью 
вершинами, все грани которых являются остроугольными треуголь- 
никами; при этом в случае п — 5 можно установить (здесь может 
помочь, например, теорема Эйлера, связывающая число- вер- 
шин, число ребер и число граней выпуклого многогранника — см. 
книги [2], [3], [8], [23] или задачу 48 книги: Д. О. Ш к л я р с к и й, 
Н. Н. Ченцов и И. М. Я гл ом, Избранные задачи и теоремы 


370 


элементарной математики, ч. 3, Геометрия (стереометрия), М., Гос- 
техиздат, 1954), что в этом случае многогранник Т = ЛДЛДЛДЛДАЬ 
обязательно должен представлять собой «треугольную бипирамиду» 
(или битетраэдр) , полученную из двух тетраэдров МіМгМзМь и 
МіМгАІзМб, сложенных общим основанием МіМ г М 3 . 

Далее (сделать это можно, например, с помощью векторной 
алгебры) установите, что для такого битетраэдра М1М2М3АІ4М5 с 
шестью остроугольными гранями обязательно 

м^,м\ + м і м\<м 1 м\ + М { М\. (*) 

Предположите, наконец, что существуют шесть точек, удовле- 
творяющих условию задачи; в таком случае они должны являться 
вершинами «выпуклого 6-вершинника» Т, ограниченного некоторым 
числом остроугольных треугольников. С помощью теоремы 
Эйлера (см. выше) можно установить, что искомый 6-вершин- 
ник Т может являться либо «четырехугольной бипирамидой» 
МіМгМзМіМьМв, образованной двумя четырехугольными пирамида- 
ми М1М2Л43М4М5 и ЛДМгМзЛиМб, сложенными общим основанием 
МіМгМзМі, либо «искривленной пятиугольной пирамидой», в кото- 
рой «вершина» М 6 соединена со всеми вершинами «сломанного 
5-угольного основания» М\М 2 МзМ{М$, «сложенного» из трех тре- 
угольников МіМ г Мз, М1М3М4 и МіМ 4 Л4 5 , расположенных в раз- 
ных плоскостях. Но в обоих случаях можно прийти к противоре- 
чию, используя то, что каждые пять из наших точек являются вер- 
шинами битетраэдра, для которого выполняются соотношения 
типа (*) ; этим доказывается, что случай п = 6 (или п > 6) яв- 
ляется невозможным. 

33. а) При п = 3 или 4. 

б) Также лишь при п — 4. Воспользуйтесь тем, что если АД и 
Л1 2 — две самые далекие друг от друга из наших точек, а Л4 3 
и ЛІ4 — две самые далекие из оставшихся точек, то все 
точки принадлежат сфере 2 с диаметром АДЛД и все точки, кроме, 
быть может, лишь точек АД и М 2 , — сфере а с диаметром АДЛД, 
(т. е. все они принадлежат пересечению сфер 2 и а); далее 
рассмотрите отдельно случаи, когда сферы 2 и о совпадают и ко- 
гда они различны. 

34. При любом; для доказательства воспользуйтесь, например, 
методом математической индукции. 

35. 4. Для доказательства удобно воспользоваться тем, что если 
все двугранные углы трехгранного угла острые, то и все его пло- 
ские углы — острые. 

36. а) Воспользуйтесь теоремой о сумме плоских углов трех- 
гранного угла. 

б) Воспользуйтесь результатом задачи 120 а) (для п = 4). 

в) Воспользуйтесь результатом задачи 35. 

37. Докажите, что каждый вписанный в М треугольник ХѴ2 
по площади не больше по крайней мере одного треугольника РѴ2, 
вершина Р которого совпадает с вершиной А4. 

38. а) Воспользуйтесь тем, что площади треугольников, имею- 
щих общий угол, относятся как произведения сторон, заключающих 
этот угол, и методом доказательства от противного. 

б) Рассмотрите отдельно случай, когда все стороны треуголь- 
ника Р(}Р пересекают соответствующие стороны треугольника 
АіВіСі, образованного средними линиями треугольника АВС, и 
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случай, когда у этих треугольников есть пара непересекающихся со- 
ответственных сторон. 

39. Воспользуйтесь тем, что площади треугольников, имеющих 
равные углы, относятся как произведения длин сторон, заключаю- 
щих эти углы, и тем, что сумма квадратов двух (положительных) 
чисел не превосходит их удвоенного произведения, а сумма кубов 
трех (положительных) чисел — их утроенного произведения. 

Улучшена оценка задачи быть не может (опровергающий при- 
мер: равносторонний треугольник). ' 

40. Докажите, что хоть один треугольник, основанием которого 
является сторона шестиугольника, а вершина принадлежит диаго- 
нали, соединяющей две вершины шестиугольника, ближайшие к 


основанию рассматриваемого треугольника, имеет площадь < — 5. 

6 

Улучшено неравенство задачи быть не может (опровергающий 
пример — правильный шестиугольник). 

41. Проведите через вершины А, С и Е шестиугольника пря- 
мые, соответственно параллельные ВС || ЕР, АВ || ИЕ и АР || СО, и 
рассмотрите образовавшиеся параллелограммы. . 

Равенство $асе~~2$АВСі)ЕР имеет место для шестиуголь- 


ников, противоположные стороны которых параллельны и равны. 

42. а) Неравенство з > — 5 можно вывести из рассмотрения 

отрезаемых диагоналями пятиугольника П треугольников, для ко- 
торых стороны пятиугольника п являются средними линиями; для 
того чтобы убедиться, что это неравенство нельзя улучшить, доста- 
точно предположить, что вершины Ди Е пятиугольника П 
АВСЕ)Е слились с С. 

3 

Для того чтобы доказать, что неравенство 5 < — 5 (если толь- 
ко оно справедливо) нельзя улучшить, достаточно предположить, 
что вершины Е и С сливаются, соответственно с А и с В; при 
этом П обращается в треугольник ЛВО. Для того же, чтобы ’дока- 

3 

зать справедливость неравенства з < 8, достаточно рассмотреть, 


как меняется площадь «малого» пятиугольника п при такой де- 
формации основного пятиугольника Я, не меняющей площади Я, 
при которой П обращается в ААВй (эту деформацию приходится 
проводить в несколько этапов). 

б) Возможность равенства, з = 0 является очевидной; равен- 

I с- 

ство з = - 6 осуществляется для «вырожденного» шестиугольни- 

ка Ш = АВСйЕР , вершины В, О и Р которого совпадают, соответ- 
ственно с А, с С и с Е. Далее рассмотрите, как меняется з при 
(многостепенной) деформации шестиугольника Ш, не меняющей его 
площади и переводящей Ш в Л АВС, для которого з = 

43. Равенство з = 0, очевидно, возможно. Для доказательства 
4 

неравенства 5 < 5 воспользуйтесь тем, что вершина Т паралле- 

лограмма Р(}КТ принадлежит диагонали АС четырехугольника; ис- 
пользуйте также неравенство хуг I , имеющее место для 
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любых положительных х, у, г. Равенство 5 = 5 отвечает случаю 

принадлежности А, В и УЗ одной прямой и тому, что АТ:АС=2:3. 

44. Воспользуйтесь неравенством 

(ЛХ + ВУ) 2 < (Л 2 + В 2 ) ( X 2 + У 2 ), 

I справедливым для любых положительных Л, В, X, У. 

Равенство в задаче а) имеет место в случае равенства тре- 
угольников Т\ и Тг, а в задаче б) — в случае их подобия. 

45. а) Воспользуйтесь формулой: 5 = — е/ зіп а, где а — угол 

между диагоналями четырехугольника. 

б) Примените результат задачи а) к параллелограмму, верши- 
ны которого совпадают с серединами последовательных сторон че- 
тырехугольника. 

в) Воспользуйтесь тем, что длина средней линии (выпуклого) 
четырехугольника не превосходит полусуммы длин сторон, которые 
эта средняя линия не пересекает (ср. также указание к решению 
задачи б) ). 

46. а) Из условий задачи следует, что М заключен внутри 
(4 X 5) -прямоугольника Р, стороны которого параллельны осям коор- 
динат, и внутри наклоненного к нему под углом 45° (З УТ X 4 У 2 )- 
прямоугольника р\ найдите, когда площадь пересечения С} 
прямоугольников Вир будет наибольшей. 

б) Рассмотрите пересечение ф фигурирующих в решении за- 
дачи а) прямоугольников В и р^айдите, при каких условиях бу- 
дет наименьшей площадь вписанного в это пересечение (может 
быть, вырожденного!) восьмиугольника р, имеющего вершины на 
всех сторонах 5. 

47. Полосы должны иметь общий центр симметрии (ср. с реше- 
нием задачи 46 а)). 

48. Достройте четыре прямоугольных треугольника, отсекаемых 
от прямоугольника АВСй равным ему прямоугольником Лі$іСіВ){ 
до прямоугольников и докажите, что эти прямоугольники не будут 
иметь общих точек. 

49. Заключите «плот» В в наименьший возможный прямоуголь- 
ник В, ограниченный берегами канала и двумя перпендикулярными 
каналу отрезками; рассмотрите, как будет двигаться этот прямо- 
угольник (который считается жестко скрепленным с плотом) при 
движении В, и докажите, что если площадь «плота» ^ 2 У 2 , то в 
какой-то момент В ( ас ним и В) повернется на угол 45°. Рассмот- 
рите, какое положение может занимать в этот момент В, и выве- 
дите отсюда противоречие с предположением ^ 2 }^2 . 

50. Рассмотрите последовательно случаи: когда сечение про- 
ходит через ребро тетраэдра; когда оно проходит через вершину 
тетраэдра; общий случай. 

51. а) Рассмотрите отдельно случаи, когда проекция является 
треугольником и когда она представляет собой четырехугольник; 
воспользуйтесь тем, что диагонали четырехугольника являются 
проекциями ребер тетраэдра. Ответ. Наибольшая по площади 
проекция правильного тетраэдра представляет собой квадрат. 


б) В общем случае проекция куба представляет собой (цен- 
трально-симметричный) шестиугольник, составленный из трех па- 
раллелограммов — проекций граней куба; воспользуйтесь равенством 

„ р г- а 4 - Ь “I - с __ /~ о? — 1— -і_ />2 

площадей граней куба и неравенством — ■ — ^ 1/ -Г — П...; 

'Э г 3 

Ответ. Наибольшая по площади проекция куба представляет со- 
бой правильный шестиугольник. 

52. а) Наибольший центрально-симметричный многоугольник т, 
заключающийся в данном треугольнике Т и имеющий данный 
центр О, представляет собой пересечение Т и треугольника Т и сим- 
метричного Т относительно точки О; поэтому задача сводится к 
тому, чтобы найти точку О, для которой пересечение треугольников 
Г и Т\ имеет наибольшую возможную площадь. Ответ. Точка О 
должна совпасть с точкой пересечения медиан треугольника Т\ пло- 
щадь т равна -д- площади Т. 

б) Наименьший выпуклый центрально-симметричный много- 
угольник М, содержащий внутри себя данный треугольник Т и 
имеющий центр в данной точке О, совпадает с выпуклой обо- 
лочкой (ср. с решением задачи 25) точек А, В, С, А,, В и С и где 
Л АіВіСі = Т і симметричен А АВС = Т относительно точки О; 
таким образом, задача сводится к выбору такой точки О, чтобы 
эта выпуклая оболочка была возможно меньшей по площади. О т- 
в е т: Площадь М равна удвоенной площади Т. 

53. Искомая точка совпадает с точкой М пересечения медиан 
треугольника Т\ пределы, в которых заключается отношение к ча- 
стей Т, на которые делит Т проходящая через М прямая, таковы: 

4 5 


54. а) Наряду с основной фигурой Ф (которая может и со- 
стоять из нескольких отдельных кусков) рассмотрите также фи- 
гуры Ф' и Ф", получаемые из Ф параллельными переносами на 
расстояние 0,001 в направлении одной из сторон содержащего Ф 
квадрата и в направлении, образующем угол 60° с направлением 
первого переноса; докажите, что никакие две из фигур Ф, Ф' и Ф" 
не пересекаются. 

б) Пусть ОМ,М г — равнобедренный треугольник со сторонами 
ОМі — 0,001 • , ОМ 2 — 0,001 • у 1 3 и М] М 2 — 0,001 ; рассмотрите 

фигуры Ф( и Ф 2 , полученные из основной фигуры Ф площади 5 
параллельными переносами на векторы ОМі и ОМ 2 . Пусть Фі — 
та из^ этих фигур, площадь пересечения которой с Ф не превосхо- 
дит ~2 (любая из фигур Фі и Ф 2 , если обе они удовлетворяют это- 
му условию), и пусть отрезок ОМі, отвечающий вектору ОМі па- 
раллельного переноса, переводящего Ф в Фі, направлен по биссек- 
трисе угла между векторами фигурирующих в решении задачи а) 
переносов (переводящих Ф в Ф' и в Ф"). Из рассмотрения сово- 
купности четырех фигур Ф, Фі и Ф', Ф" можно вывести, что а < 
< 0.287. 

55. а) Первое реш е’н и е. Пусть стороны рассматриваемых 

квадратов равны аі, а 2 , аз, . . . , а„, где аі ^ а 2 > а 3 ^ ^ а„ . 

Требуемое вложение всех квадратов в квадрат К можно осуще- 
ствить так: сначала вкладываем, вплотную друг к другу, квадраты 
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со сторонами а і, а 2 , .... а П[ прикладывая их один за другим к 
«нижней» стороне К до тех пор, пока это остается еще возможно; 
затем, отрезав от К полоску ширины аі, содержащую все уложен- 
ные до сих пор квадраты, мы укладываем аналогичным способом 
последующие квадраты, начиная с (яі + 1)-го, прикладывая их к 
нижней стороне оставшейся части К, и т. д. 

Второе решение. Методом математической индукции (ин- 
дукция по числу квадратов!) можно доказать следующее, более 
общее, чем нам требуется, предложение: если сумма площадей п 
квадратов не превосходит 1/2 площади прямоугольника Р со сто- 
ронами а и Ь и сторона наибольшего квадрата не превосходит 
меньшей стороны прямоугольника Р, то все квадраты можно без 
наложений уложить в прямоугольник Р. 

б) Докажите, что если два квадрата со сторонами тип мож- 
но без налоокенай расположить в квадрате со стороной а, то 
т + п ^7 а\ отсюда, в частности, будет следовать, что два квадрата 
со стороной 1/2 нельзя без наложений расположить в квадрате, 
сторона которого < 1. Для доказательства выделенного курсивом 
предложения предположите, что квадраты со сторонами тип 
вместились в квадрат К со стороной а; сдвиньте их к противопо- 
ложным углам К- 

56. а) Исключите из рассмотрения все отрезки покрытия, кото- 
рые полностью покрываются другими отрезками покрытия; затем 
перенумеруйте все оставшиеся отрезки в естественном порядке и 
рассмотрите отдельно «четные» и «нечетные» отрезки. 

б) Отбросьте все квадраты покрытия, пересекающиеся с самым 
большим из этих квадратов; с оставшимися квадратами поступайте 
аналогично. 

57. а) Докажите, что выпуклую оболочку расположен- 
ных внутри квадрата точек (т. е. наименьший выпуклый много- 
угольник, содержащий внутри и на границе все эти точки) можно 
разбить на треугольники с вершинами в наших точках; оцените, 
каким может быть число этих треугольников. 

б) Спроектируйте все точки на одну сторону заключающего 
их квадрата; воспользуйтесь результатом задачи 61 б). 

58. Оцените площадь объединения девяти рассматривае- 
мых многоугольников. 

59. Воспользуйтесь тем, что (в указанных на стр. 51 обозначе- 
ниях) 

2 Мі - V М ц + 2 Мць - 2 Мцы + М ! 2345 = 5, (1) 

где 5 — площадь всей покрытой заплатами части кафтана, 2 М 4 — 
= ЛД + М 2 + М 3 + ЛД + М 5 — сумма площадей всех заплат, 
2 м і7 = Л/ 12 + ЛГіз + Л* 14 + ... + М 45 — сумма всех попарных пе- 
ресечений заплат, и т. д.; вытекающим из (1) неравенством 

м - 2 Мі + 2 мц - 2 м ць + 2 м чы - М Ш45 >о, (2) 

а также родственным (2) неравенством 

V - Мі - 2 V Мі/ + з V м 11к - 4 ^ Мц к і + 5М 12346 >0, (3) 

получаемым комбинированием неравенств типа (2), примененным к 
отдельным заплатам Мі, Л1 2 , М 3 , М 4 , М 5 (где, например, «кафтан» 
Мі покрыт «заплатами» Мі 2 , ЛДз, Л1| 4 и М15). 
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60. а) Первое решение. Воспользуйтесь неравенством 
(ср. с указанием к задаче 59) 


м - 2 м і + 2 - 2 л* Ѵа , з + ... + (-»' ^ м Ѵі ... , г + ... 

... (-1)"Л1 Ш / 2 , ...— 1, 2, .... я 


(доказать его можно, например, по индукции) и неравенствами, 
получаемыми комбинированием неравенств этого типа, применен- 
ных к «заплатам» Мі, к их парным пересечениям М ІІг , к их трой- 
ным пересечениям Мц (і , и т. д: 


2 "і “ 2 2 М ЬЬ + з 2 М ш , - 4 2 м Шѣіі + ... 


... +(-і) г - , '2 л Ѵ 2 ...< г + •' 

.. + (-1) п ~ 1 пМ 12 ., 

.«>0; 

м» - 3 2 м і,і г і, + 6 2 м ііШ, — 

... 


. +(-іГ 2 С г 2 2Л4 Ѵг ..., г + 

. + (—\) п ~ 2 С 2 п М 12 

,п>0; 

ш,~ 4 2 м і,ш,+ ••• 



• +(-1 ) Г “ 3 С’2А4 Ѵг ... ѵ + .. 

. +(- 1 ) п_3 сХ 2 . 

,.п> 0; 


Далее надо найти такую комбинацию выписанных неравенств, 
в которой отсутствовали бы 'члены с У М, , , с 

вплоть до члена с У 1 , М, , , . 

^ *і *а "• ‘ г 

Второе решение. Обозначим площадь квадрата («кафта- 
на») М, покрытую многоугольниками М,, М 2 М„ («заплатами») 

в точности к-кратно, через х*; совокупность п + 1 неотрицательных 

чисел (хо, Хі, х 2 х п ) можно назвать характеристикой данной 

системы Я многоугольников Мі. Покажите, что каждая система 
(хо, Хи хи .... х п ) из п+1 неотрицательных чисел, где 


2й М Ш,1>' и т - д - 


и 


Хо + Х\ + х 2 + ... + х п — 1 


п > 0 • х 0 + 1 • Хі + 2 • х 2 + ... + п • Хд ^ па, 


служит характеристикой некоторой системы многоугольников. _ 

Нам надо найти систему многоугольников (и отвечающую ей 
характеристику), для которой достигает наименьшего значения 
величина та хМ 1>1г . Докажите, что для данной характеристики 
(хо, Хі, х г , .... х п ) минимум глахМ^ достигается в случае оди- 
наковых площадей всех 6-кратных пересечений щ і много- 

угольников Мі (где 6 = 1, 2, .... п), а в случае переменной 
характеристики — для характеристики (хо, Хі, х 2 , ..., х„), в кото- 
рой отличны от нуля лишь два соседних числа или одно число (для 
чего надо убедиться, что в противном случае характеристику мож- 
но изменить с тем, чтобы величина тахМ^ увеличилась). 
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б) -См. указание ко второму решению задачи а). 

в) Эту задачу можно решить аналогично задачам а) — б); 

только здесь уместно называть характеристикой системы 31 много- 
угольников Мі совокупность п — Н + 2 чисел (*й-ь хп, *м-і х п ) 

(которые имеют тот же смысл, что и выше); при этом выписанные 
в указании ко второму решению задачи а) условия здесь заменяют- 
ся следующими: 


1 "Ь Л: й “Ь ••• 


С н п >0-х н _ 1 + С ІІ к х Гі + С н к+1 х н+1 + ... + С н п х п >С н п а. 


61. а) Пусть АВ — сторона выпуклого многоугольника М пло- 
щади 1, С — точка (или одна из точек) многоугольника М, наибо- 
лее удаленная от АВ. Докажите, что М можно заключить в парал- 
лелограмм площади ^ 2, одна сторона которого содержит сторо- 
ну АВ многоугольника, а две соседние с ней стороны параллель- 
ны АС. 

б) Рассмотрите содержащий А АВС площади 1 параллелограмм 
АРС)В, вершина А которого совпадает с вершиной треугольника, 
а стороны Яф и. проходят через вершины В и С; докажите, что 
площадь этого параллелограмма ^2. 

62. а) Впишите в данный многоугольник М площади 1 тре- 
угольник АВС наибольшей возможной площади (ср. с задачей 37) 
и рассмотрите отдельно случаи, когда площадь А АВС не превос- 
ходит 1/2 и когда она превосходит 1/2. 

б) Прежде всего докажите, что квадрат со стороной 1 
нельзя заключить в треугольник площади < 2. Затем последова- 
тельно покажите, что прямоугольник площади 1 нельзя за- 
ключить в треугольник площади <2 и что параллелограмм 
площади 1 нельзя заключить в треугольник площади < 2; при этом 
используйте то, что отношение площадей фигур сохраняется при 
ортогональном проектировании. 

63. а) Пусть прямая I не пересекает многоугольник М, А — са- 
мая близкая к / вершина М (или одна из самых близких вершин), 
В — вершина М, наиболее удаленная от I. Далее пусть /], /д, 1 2 — 
параллельные I прямые, делящие отрезок АВ на 4 равные части; 
прямая /[ (более близкая к А) пересекает контур М в точках Р и 
С, а прямая і' 2 — в точках Я и Т. Докажите, что площадь хоть 
одного из треугольников АРТ и ВР( 3 не меньше 3/8 площади М. 

б) Найдите вписанный в правильный шестиугольник треуголь- 
ник наибольшей возможной площади, одна сторона которого па- 
раллельна заданной стороне шестиугольника. 

64. Воспользуйтесь тем, что А[А 2 — средняя линия А А { А 2 А/, 


А' 2 А\ — средняя линия А А 2 А 2 А 4 , и т. д. При п > 3 результат задачи 
а) можно усилить так: Р>Р’>-^-Р, причем эти неравенства далее 
усилить нельзя; при п > 4 результат задачи б) может быть усилен 
так: 5 >5' >-^-5, причем при п > 5 эти неравенства усилить нельзя; 
относительно случая п = 5 см. задачу 42 а). 
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65. Неравенства задачи равносильны следующим: 


а) зіп аі + зіп а 2 + ... + зіпа,г^ 

«1 + «2 , «2 + «3 , 

<зт г 1- зт г (- 


+ 8ІП 


+ аі 


и 

б) зіп 2а { + зіп 2а 2 + ... + зіп 2а п ^ 

< зіп (аі + а 2 ) + зіп (а 2 + а 3 ) + 

где 0 ^ 90° (і = 1, 2 п) и а, + а 2 + . . . , 

66. Воспользуйтесь тем, что если АВ и СО — две хорды одной 
окружности 5 с центром О и ~ АВ < ''СО < 180°, то 
АВ ''АВ 8„,„ ~АВ 


. + ЗІП (а п + а,), 
+ а„ = 180°. 


СО 


>■ 


' СО 


3 04 В 

5 

ОСО 


> — 


СО 1 


67. а) Воспользуйтесь методом математической индукции (по 
числу звеньев ломаной). 

б) Равнобедренный треугольник со стороной а (он будет даже 
равносторонним). 

68. Постройте на каждой стороне М обращенный внутрь М 
прямоугольник ширины ~р . 

69. Первое решение. Преобразуйте четырехугольник по- 

добно с коэффициентом подобия к = — и приложите к исходному 

равными сторонами; выясните, в каком случае полученная фигура 
будет иметь наибольшую возможную площадь. 

Второе решение. Рассмотрите два четырехугольника с 
одинаковыми сторонами: вписанный в окружность 5 с центром О 
четырехугольник АВСО и отличный от него четырехугольник 
ЛіВ^СіПі; предположите, что шарнирный четырехугольник ЛВСО 
деформируется, в АіВіСіОі, причем треугольники ОЛВ, ОВС, ОСО 
и ООА занимают новые положения ЛіВіОі, ВіСіОг, СіВіОз и 
П1Л1О4; сравните площади четырехугольника АВСО и «деформиро- 
ванного» четырехугольника АіВіСіОі. 

70. а) Первое решение. Рассмотрите два четырехуголь- 
ника с одними и теми же углами и одним периметром: четырех- 
угольник АВСО, описанный вокруг окружности 5 с центром О, и 
другой четырехугольник ЛіВіСіВі; из О опустите перпендикуляры 
О К, ОС, ОМ, ОДІ на стороны АВСО и рассмотрите «скрепленные» 
с четырехугольником ЛіВіСіОі четырехугольники А^іО,К 2 =АЫОК, 

В,/Сі0 2 І2 = ВКОС, С,В,ОзМз = аом и ОіМ,0 4 Л/4 = омом, 
углы которых совпадают с углами ЛіВіСіОі; сравните площади че- 
тырехугольников АВСО и ЛіВіСіВп 

Второе решение. Пусть углы Л и В треугольника АВР 
равны двум (соседним) углам рассматриваемого четырехугольника; 
задача сводится к тому, чтобы пересечь А, АВР прямой рассматри- 
ваемого направления так, чтобы у получившегося четырехугольника 
отношение площади к квадрату периметра было возможно большим. 
Сравните две секущие: касающуюся вписанной -в А АВР окружно- 
сти секущую ВС и иную секущую ВіСі. 

б) Воспользуйтесь методом математической индукции (по чис- 
лу сторон многоугольника; ср. с указанием ко второму решению 
задачи а)). 
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71. Если вписанный в 5 я-угольник М не является пра- 
вильным, то у него найдется сторона, меньшая стороны впи- 
санного в 5 правильного я-угольника АД можно также считать, 
что М имеет сторону, большую стороны АД и что эти две сторо- 
ны М являются соседними. Докажите, что при замене соответ- 
ствующих двух сторон АВ и ВС многоугольника М новыми сторо- 
нами АВ' и В'С, где АВ' равно стороне АД 

а) периметр, б) площадь 
я-угольника М увеличатся. 

72. а) Пусть АД и АД — неправильный и правильный я-уголь- 
ники, описанные вокруг одной окружности 5; опишите вокруг АД 
круг К и рассмотрите часть многоугольника М, расположенную 
внутри К; докажите, что уже эта часть А! по площади не 
меньше АД. 

б) Воспользуйтесь результатом задачи а). 

73. Воспользуйтесь результатами задач 71а) и 72 а). 

74. а) Воспользуйтесь формулой Герона для площади 5 тре- 
угольника со сторонами а, Ь, с и полупериметром р: 

•$ = V Р (Р — а) (р — Ь) (р — с). 

б) Воспользуйтесь результатом задачи 69, а также следующей 
формулой для площади 5 такого четырехугольника со сторонами 
а, Ь, с, сі и полупериметром р, который можно вписать в круг: 

$ = Ѵ(Р — а) (р — Ь) (р — с) (р — й) 

(эту формулу можно доказать, использовав конструкцию, применен- 
ную в первом решении задачи 69). 

75. Рассмотрите систему «внутренних параллельных оболочек» 
АД многоугольников М, получаемых при одновременном сдвиге всех 
сторон А1 внутрь М на одно и то же (небольшое) расстояние 6; 
для доказательства неравенства 

Рг - 8 - «г 2 > О, 

где г — радиус Вписанного круга многоугольника А! (в смысле 
рис. 24, а); 5 — площадь описанного (в «школьном» смысле этого 
термина) вокруг единичной окружности многоугольника т, стороны 
которого параллельны сторонам А4, рассмотрите соответствующую 
величину Р 6 г в — 5 в — я 6 г%, вычисленную для многоугольников АД, 
и выясните, как будет меняться эта величина с ростом 6. 

76. Воспользуйтесь результатом задачи 75. 

77. а) Ср. указание к решению задачи 75. 

б) Рассмотрите «выпуклые оболочки ширины Д» всех сторон 
многоугольника М (т. е. совокупности точек, ближайшее расстоя- 
ние от которых до стороны АіАі+і не превосходит Д; здесь Д — 
какое-то положительное число, і = 1 , 2, . . . , я, причем принято, 
что А п + 1 = /1і); докажите, что если Д = Р, то совокупность так 
построенных- оболочек сторон полностью покрывает, «выпуклую 
оболочку ширины В» самого многоугольника А1 (совокупность то- 
чек, наименьшее расстояние до М от которых ^ В), площадь ко- 
торой равна 5 + РВ + пВ г . 
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78. а) Пусть А и В — две произвольные точки многоугольник 
ка М; докажите, что существуют две такие вершины многоуголь- 
ника, расстояние между которыми не меньше АВ. 

б) Решается аналогично задаче а). 

79. Воспользуйтесь тем, что площадь 5 выпуклого четырех- 
угольника АВСй равна -у АС • ВО $іп а, где а — угол между диаго- 
налями четырехугольника. Ответ. У~2 ^ р < оо. 

80. Пусть АВ — диаметр многогранника М; проведите через все 
вершины М перпендикулярные АВ плоскости и оцените сумму длин 
частей ребер М, попавших в каждый из «слоев», на которые эти 
плоскости рассекают М. 

81. Ответ. гі<!2 )/~2 + 2; значение (I — 2 1^2 + 2 реализуется для 
ветки, имеющей форму дуги окружности. Рассмотрите такое поло- 
жение ветки, при котором отрезок АВ = д перпендикулярен биссек- 
трисе образованного рекой угла или ср. с решением задачи 49. 

82. а) Очевидно. 

б) Рассмотрите отдельно случаи, когда точки являются вер- 
шинами выпуклого четырехугольника и вершинами треугольника, 
внутри которого заключена четвертая точка; установите, что диа- 
метр будет наименьшим, если точки являются вершинами квадрата. 

в) Диаметр системы точек будет наименьшим, если точки яв- 
ляются вершинами правильного пятиугольника (ср. с указанием 
к решению задачи б)). 

83. а) Опишите вокруг каждой из точек окружность диамет- 
ра р; оцените общую площадь всех ограниченных этими окруж- 
ностями кругов. 

б) См. указание к решению задачи а); воспользуйтесь резуль- 
татом задачи 93 6). 

84. а) При п = 3, 5 диаметр ломаной может равняться 1; 
при п = 4 наименьшее возможное значение диаметра равно У 2 ; 
при п = 6 диаметр не может равняться 1, но может быть сколь 
угодно близок к 1 . 

б) При любом нечетном п ^ 3 диаметр ломаной может рав- 
няться 1; при всех четных п ^ 6 диаметр ломаной не может 
равняться 1, но может быть сколь угодно близок к 1. 

85. а) Очевидно. 

б) Наименьшим диаметром обладает квадрат. 

в) Наименьшим диаметром обладает правильный пятиугольник. 

г) Наименьшим диаметром обладает шестиугольник, углы ко- 
торого попеременно равны 90° и 150°. 

86. а) 0<5<Уб/4 и 2<Р|<3. 

б) 0<5<‘/ 2 и 2</><4. 

в) Неравенства для площади остаются теми же, что и в за- 
даче а), но для периметра Р имеем: 2<Р<2 + Кб — У 2; наи- 
больший периметр имеет ромбоид (четырехугольник с двумя пара- 
ми равных смежных углов) АВСО, у которого АВ = ВС = СА = 
= 03 = 1, АО = ОС. 

87. а) Систему п точек плоскости можно выбрать так, чтобы 
число ее диаметров («диаметров-отрезков») равнялось п, однако, 
это число не может превзойти п. Доказать последнее утверждение 
можно методом математической индукции; при этом 
отдельно рассматриваются случаи, когда из каждой точки исходят 
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не более двух диаметров, и когда есть точка, из которой исходят 
^ 3 диаметров. 

б) Число диаметров-отрезков системы п точек пространства 
может равняться 2 п — 2, но не может превзойти 2 п — 2. Доказать 
последнее утверждение можно методом математической 
индукции. А именно, обозначьте число диаметров, исходящих из 
каждой из п точек через бі, б 2 , .... б п , и рассмотрите отдельно 
случаи, когда некоторое число б ( 2 (где і= 1 , 2, 3, ... или п) 
и когда все бі ^ 3. Первый случай легко отбросить, воспользовав- 
шись индуктивным предположением, касающимся систем из п — 1 
точек; во втором, более сложном случае рассмотрите общую часть П 
п шаров радиуса 1 с центрами во всех наших точках и с помощью 
теоремы Эйлера о выпуклых многогранниках (грани кото- 
рых могут быть не плоскими) изучите возможное устройство тела П. 

88. Если ^ ^ > а ^ (где к < п — 1), то наши п точек 

целесообразно группировать около к точек, делящих отрезок А\А П на 
к — 1 равных частей (концы отрезка сюда включаются), разбив их 
на к групп; в случае, когда п дает при делении на к остаток г , т. е. 
п — кі + г, мы получим к — г групп по I точек и г групп по / + 1 
точек, соответственно чему из С« попарных расстояний между точ- 
ками А і, Л г А„ мы будем иметь (к — г) С* + гС/ +І малых 

расстояний, а все остальные будут не меньше а. 

89. Используйте результаты задач 87 а) и 82 (для решения за- 
дачи в) нам понадобится также аналог результата задачи 82, от- 
носящийся к случаю п = 6 — см. текст на стр. 70); в случаях, ко- 
гда число не меньших а отрезков меньше полного числа С 2 П попар- 
ных расстояний между точками, удобно считать, что некоторые из 
этих расстояний очень малы. 

90. 5. 

91. Воспользуйтесь тем, что каждая точка А { нашей системы 
точек может служить концом ^ 6 минидиаметров. 

92. а) Рассмотрите фигуру, образованную теми диаметрами 
АіА 2 и ВіВг фигуры Р, середины А н В которых являются концами 
диаметра фигуры г(Е); воспользуйтесь тем, что медиана треуголь- 
ника со сторонами длин а, Ь и с, делящая пополам сторону дли- 
ны а , равна У~2Ь 2 + 2с 2 — а 2 , и выясните, в каком случае отрезок 

АВ будет иметь наибольшую возможную длину. 

б) Решается аналогично задаче а). 

93. а) Предположите, что одна пара противоположных сторон 
квадрата упирается в границу фигуры Р. 

б) Воспользуйтесь или тем, что наименьшая окружность, содер- 
жащая- внутри себя фигуру Р, обязательно содержит либо две 
точки Р, являющиеся диаметрально противоположными точками 
окружности, либо три точки, являющиеся вершинами остроугольного 
треугольника;, или результатом задачи в). 

в) Пусть Ш — содержащий Р шестиугольник с равными 120° 
углами, все стороны которого упираются в контур фигуры Р\ рас- 
смотрите, как меняется этот шестиугольник при непрерывном изме- 
нении направления «первой» его стороны, и выведите, что можно 
найти такой описанный вокруг Р шестиугольник, противоположные 
стороны которого равны между собой. 
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г) Первое решение. Рассмотрите два описанных вокруг 
Р равносторонних треугольника со взаимно параллельными (но «про- 
тивоположно направленными») сторонами. 

Второе решение. Воспользуйтесь результатом задачи в). 

94. а) 0 < г ^ го, где г о — радиус вписанного круга треуголь- 
ника Г; Но ^ Н < оо, где Но — радиус описанного круга треуголь- 
ника Т, и Т — о с т р о у г о л ь н ы й; а/2 ^ Н < оо, где а — наиболь- 
шая сторона треугольника Г, и Г-не остроугольный. 

б) Пусть а, Ь, с — стороны треугольника Т, а А, В, С — его 
углы и а^Ь^с; пусть еще г 0 — радиус вписанного круга этого 

треугольника. Тогда г 0 < р < ~ а созес В. 

в) Воспользуйтесь результатом задачи а). 

г) Докажите, что если К і. Ко, Кз, ... — наименьшие круги, со- 
держащие всевозможные тройки из наших точек, то наибольший 
из этих кругов содержит все рассматриваемые точки. 

95. а) Рассмотрите множество центров всех имеющихся кругов 
и наименьший круг, полностью «покрывающий» это множество. 

б) Постройте круги радиусов У З/З с центрами во всех точках, 
составляющих фигуру Р. 

96. а) Отрежьте от квадрата задачи 93 а) четыре «уголка», по- 
добных фигурирующим в условии настоящей задаче; воспользуйтесь 
тем, что два противоположных из них таковы, что внутренняя точ- 
ка одного удалена на расстояние ^ 1 от каждой точки другого. 

б) Ср. с указанием к решению задачи а). 

97. а) Примите за центр круга середину ломаной. 

б) Круг радиуса У*. 

98. а) Пусть АВС — правильный треугольник, СР (где Р — точ- 
ка стороны АВ) — прямая, образующая небольшой угол ф со сто- 
роной С А, Е — произвольная точка стороны С А треугольника, С — 
середина отрезка СР, СРО — ломаная, симметричная ломаной РЕС 
относительно точки О. Если угол ф мал, то ломаная сЬсЕР заклю- 
чается внутри ' Д АВС и не может быть заключена внутри равно- 
стороннего треугольника, меньшего Д АВС, откуда следует отри- 
цательный ответ на поставленный вопрос. 

б) Да, можно. 

99. а) Докажите, что существует окружность, пересекающая все 
наши прямые и такая, что она касается двух параллельных из на- 
ших прямых или вписана в треугольник, образованный тремя из 
этих прямых. 

б) Докажите, что каждые три из рассматриваемых прямых 
можно пересечь кругом радиуса У З/б. 

100. а) Докажите, что наименьший круг, заключающийся внут- 
ри выпуклого многоугольника М, обязательно касается либо двух 
параллельных сторон М, либо трех сторон М, образующих при про- 
должении остроугольный треугольник. 

б) Таким является, например, правильный треугольник. 

101 — 102. а) Воспользуйтесь методом математической индукции; 
используйте результат задачи 87 а) (или 87 6)). 

б) Воспользуйтесь результатом задачи а). 

103. а) При п — 2 — 6 рассмотрите части, на которые распа- 
дается окружность круга Кр\ при п = 7 отдельно рассмотрите слу- 
чаи, когда все 7 частей круга содержат части его окружности и 
когда таких частей е^б. 
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б) В случаях п = 2 — 4 рассмотрите, как распределяются между 
частями квадрата его вершины. 

в) В случаях п — 3, 4 и 5 — 6 рассмотрите 3 вершины Гр; 3 вер- 
шины и центр Гр; 3 вершины Гр и 3 середины его сторон. 

104. а) — в). Воспользуйтесь результатами задач 93 в); 93 а); 
93 в) соответственно. 

105. а) 6; б) 12; в) 18 (воспользуйтесь результатом задачи 118 6). 

106. 8. Воспользуйтесь результатом задачи 20 или рассмотрите 
концентрический с данным и параллельно данному расположенный 
квадрат со стороной 2. 

107. а) 6. б) 8. 

108. а) — в). Воспользуйтесь результатами задачи 103 а). 

109. Воспользуйтесь тем, что ни один из кругов к 4 , к г , ... не 
может покрыть большую 60° дугу окружности круга К. 

ПО. а) Воспользуйтесь результатом задачи 6 6). 

б) Рассмотрите треугольник, образованный центрами трех за- 
ключенных внутри К непересекающихся кругов; воспользуйтесь ре- 
зультатом задачи 71 б). 

111. Докажите, что всякий выпуклый многоугольник М можно 
заключить в треугольник или параллелограмм, сторонами которого 
являются прямые, содержащие стороны М. 

112. Воспользуйтесь результатом задачи 111. 

113. Воспользуйтесь результатом задачи 112. 

114. Опишите на данном круге, как на экваторе, полусферу и 
рассмотрите полупояса и полусегменты сферы, которые проекти- 
руются в покрывающие круг полоски. Ответ. й='[2У?]+1 или 
к = 2Я. 

115. а) 1 или 2. 

б) 1, 2, или 3 (см. задачу 93 в). 

116. Рассмотрите я(1,Л1) непересекающихся кругов радиуса 1, 
расположенных внутри М, и п(1,М) концентрических с ними кру- 
гов радиуса 2. 

117. а) Воспользуйтесь результатами задач 108 и 1.09. 

б) Сведите задачу к вопросу об «оптимальном» покрытии квад- 
рата равными кругами. 

118. а) Обозначим радиус наименьшего круга, внутри которого 
можно поместить п точек так, что одна из точек совпадает с цент- 
ром круга и расстояние между каждыми двумя из точек ^1, че- 
рез тогда = #з = • . . = #7 = 1 и В п = -у созес ^ _ при 

п = 8, 9, 10, 11. Для доказательства этого воспользуйтесь резуль- 
татом задачи 20. 

б) 19. То, что внутри круга радиуса 2 нельзя поместить 20 то- 
чек, удовлетворяющих условию задачи, следует из результата за- 
дачи 20 (рассмотрите разные варианты расположения точек). 

119. Можно — достаточно расположить эти станции в верши- 
нах вписанного в поверхность планеты куба. 

120. а) «При п — 2, 3 решение задачи почти очевидно; при 
п — 5, 6 оно следует из результата задачи 35. Если п = 4, то пред- 
варительно надо решить задачу: расположить на сфере четыре точ- 
ки А, В , С, Д так, чтобы расстояния ОА, ОВ. ОС все были ~^а, 
а наименьшее из расстояний АВ, ВС, СА было возможно 
б о ль ш им. 

б) Искомое число точек равно 6 в случае 1° и 4 в случае 2°, 


383 


ИЗДАТЕЛЬСТВО «НАУКА» 
ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ 

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 
Москва, В-71, Ленинский проспект, 15 


БИБЛИОТЕКА МАТЕМАТИЧЕСКОГО КРУЖКА 

Вып. 1. Д. О. Шклярский, Н. Н. Ченцов, И. М. Яглом, 

Избранные задачи и теоремы элементарной матема- 
тики. Арифметика и алгебра. 

Вып. 2. Д. О. Шклярский, Н. Н. Ченцов, И. М. Яглом, 

Избранные задачи и теоремы планиметрии. 

Вып. 3. Д. О. Шклярский, Н. Н. Ченцов, И. М. Яглом, 

Избранные' задачи и теоремы элементарной матема- 
тики. Геометрия (стереометрия). 

Вып. 4. И. М. Яглом и В. Г. Болтянский, Выпуклые фигуры. 

Вып. 5. А. М. Яглом и И. М. Яглом, Неэлементарные задачи 

в элементарном изложении. 

Вып. 6. Е. Б. Дынкин и В. А. Успенский, Математические бе- 
седы. 


Вып. 7. И. М. Яглом, Геометрические преобразования, I. Дви- 
жения и преобразования подобия. 

Вып. 8. И. М. Яглом, Геометрические преобразования, II. Ли- 
нейные и круговые преобразования. 

Вып. 9. М. Б. Балк, Геометрические приложения понятия о 
центре тяжести. 

Вып. 10. Г. Радемахер и О. Теплиц, Числа и фигуры (опыты 
математического мышления). 

Вып. 11. И. М. Яглом, Принцип относи гельности Галилея и 
неевклидова геометрия. 

Вып. 12. Д. О. Шклярский, Н. Н. Ченцов, И. М. Яглом, Гео- 
метрические неравенства и задачи на максимум и ми- 
нимум. 

Вып. 13. Д. О. Шклярский, Н. Н. Ченцов, И. М. Яглом, Геоме- 
трические оценки и задачи из комбинаторной геомет- 
рии. 


I 




I 









' 










тЖ ММііі 1 І0>Т~ '^ТР^ 


